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考虑剪切变形影响的斜桥振动频率与

车-桥振动分析

*夏桂云 1,2，俞茂宏 1，李传习 2，曾庆元 3

(1. 西安交通大学航天航空学院，西安 710049；2. 长沙理工大学土木与建筑学院，长沙 410004；3. 中南大学土木建筑学院，长沙 410075)

摘 要：利用修正的 Timoshenko 梁振动理论建立了等截面斜桥振动频率的超越方程和静力、动力分析有限元列

式，用解析法和有限元法分析了斜度、支承方式对单跨斜桥结构前 5 阶振动频率的影响，对单跨斜桥车-桥振动进

行了分析，考察了车速对动挠度、动弯矩的影响和不同截面振动的同相性及最大动挠度、最大动弯矩发生的部位，

比较了不同车速条件下规范方法、车-桥振动方法计算的挠度、弯矩冲击系数的差别。算例结果表明：斜桥自振频

率解析解与有限元解一致、斜度和支承方式对斜桥动力特性有重要影响、车辆的冲击效应与车速没有单调变化规

律、挠度和弯矩的冲击系数不同。

关键词：斜桥；振动频率；车-桥振动；冲击效应；理论公式；有限元
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FREQUENCY AND VEHICLE-BRIDGE VIBRATING ANALYSIS OF
SKEWED BRIDGES CONSIDERING SHEAR DEFORMATION EFFECT

*XIA Gui-yun1,2 , YU Mao-hong1 , LI Chuan-xi2 , ZENG Qing-yuan3

(1. School of Aeronautics and Astronautics, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China;

2. School of Civil Engineering and Architecture, Changsha University of Science and Technology, Changsha 410004, China;

3. School of Civil Engineering and Architecture, Central South University, Changsha 410075, China)

Abstract: Modified Timoshenko beam theory was used to establish the transcendent equation of vibrating

frequency and finite element formulations for static and dynamic analysis. The first five order frequencies were

obtained by analytic method and finite element method, which depend on obliquity and supporting manners. The

interaction of vehicle-bridge system for single span skewed bridge was studied, and the vehicle velocity was

found to affect the dynamic deflection and dynamic moment, synchronization of different cross-section, and the

positions of maximum dynamic deflection and dynamic moment. Impact factors of deflection and moment

calculated by bridge specification method and vehicle-bridge system method for different vehicle velocities were

compared, indicating that (1) theoretic vibrating frequencies are consistent with finite element results for skewed

bridge, (2) obliquity and supporting manner have significant influences on dynamic characteristics, (3) the impact

effect and velocity of vehicles do not change monotonously, and (4) the impact factors of deflection and moment

are different for skewed bridge.

Key words: skewed bridge; vibrating frequency; vehicle-bridge vibration; impact effect; theoretic formula;

finite element
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斜桥在我国高速公路和城市立交桥的建设中

发挥了重要作用，应用越来越广泛，国内外学者对

其静力性能进行了广泛而深入的研究[1]。2004年“公

路桥规”将冲击系数 的计算由 1989 年的用计算

跨径 L 作为计算参数改为用基频 f 作为计算参数，

使得桥梁的冲击问题如果按规范方法计算的话变

成了一个基频计算问题，“规范”的改变促进了斜

桥动力特性的研究，刘华[2]分析了斜交角、车辆行

驶状态、车速对混凝土公路斜桥的动力影响，何旭

辉[3]对高速铁路 PC 斜交箱梁桥的振动特性进行了

模型试验研究，夏樟华[4]对深圳元朗斜桥频率、振

型、阻尼比进行了现场测试和识别工作。但这些工

作都没有考虑斜桥的剪切变形影响。

桥梁冲击效应的理论研究多采用车-桥振动分

析方法，在正桥方面有大量的研究成果，但是有些

分析结论不一致。以动挠度为例，孙璐[5]认为匀速

运动恒载作用下梁的动力响应最大值与荷载运动

速度成指数关系，速度越大，挠度响应越小。李军

强[6]认为桥跨中点的挠度随车辆速度增加而增加。

张庆[7]认为车速增大，桥梁振幅并不一定增大，也

并不一定减小，而是存在至少一个由车速控制的共

振车速点。沈火明[8]认为车辆移动速度对最大动态

响应的影响不明显，特别是在移动荷载速度低于

160km/h 时。以冲击效应对变形影响大、还是对内

力影响大问题为例，卜建清[9]认为，挠度动力放大

系数一般大于弯矩动力放大系数，Saadeghvaziri 的

分析[10]则反映出弯矩动力放大系数大于挠度动力

放大系数。对于斜桥而言，冲击效应对动挠度、动

内力影响的一般规律如何值得研究。

基于上述原因，考虑到桥梁的车-桥振动一般为

高阶频率振动，胡海昌教授在其专著中指出剪切变

形对梁的高阶频率振动影响不能忽视[11]，故本文采

用考虑剪切变形和转动惯量影响的 Timoshenko 修

正理论[12―13]来建立斜桥自振频率的超越方程，同时

还建立有限元列式，以分析斜桥自振频率的变化规

律；采用车-桥振动的有限元方法分析斜桥中汽车移

动速度、斜度(斜交角的余角)[1]等对挠度、弯矩、冲

击系数的影响，初步探讨斜桥动力特性问题。

1 Timoshenko 深梁振动的修正理论

考虑剪切变形影响的深梁理论中，1921 年

Timoshenko 提出的二广义位移梁理论最为经典[11]，

其振动方程为：
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式中：D=EI、C=kGA、k 为剪切修正系数[11]、E 和

G 分别为材料弹性模量和剪切模量、I 和 A 为抗弯

惯性矩和截面面积；ρ为材料密度；w 为竖向位移；

 为转角位移。

虽然 Timoshenko 梁的振动理论得到了变分原

理的证实，但是此理论存在“一个振型有两个频率”

的缺点。2005 年陈镕教授通过对 Timoshenko 梁振

动理论的研究[12]认为其没有考虑剪切变形引起的

转动惯量影响，式(1)的第 2 式中截面转动惯量只采

用弯曲引起的转动惯量
2

2
I

t







是不全面的，合理

的形式应采用截面全部转动惯量
3

2

w
I

x t




 
(弯曲引

起的转动惯量和剪切变形引起的转动惯量之和)，并

提出了 Timoshenko 梁振动的修正理论，如图 1 所

示，其振动方程[12]如下：
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图 1 修正的 Timoshenko 梁振动模型

Fig.1 Vibrating model of modified Timoshenko beam

将式(2)解耦，得到用挠度 w 表示的振动方程：
4 2 4

4 2 2 2

w w w
D q A I

x t t x
 

   
    

    
2 2

2 2
0

D w
q A

C x t


  
  

  
(3)

2

2
d

w
A x

t






3

2
d

w
I x

x t





 

M

w
Q Q+dQ

M+dM

q(x,t)

x



32 工 程 力 学

式中：第 1 项、第 2 项对应于传统的 Bernoulli-Euler

梁理论；第 3 项对应于主转动惯量；第 4 项对应于

主剪切变形项。与传统的 Timoshenko 梁运动方程

相比少了一个合并项[12]。

2 斜桥的振动频率方程

考虑剪切变形的影响，将斜桥作为深梁，采用

修正的 Timoshenko 梁振动理论，考虑斜桥的“弯

扭耦合”效应，本文推导出了斜深梁单元的动态刚

度矩阵。对于如图 2 所示的 A 型单跨斜支承等截面

斜桥，结合斜约束边界条件，其关于自振圆频率 ω

的超越方程如下式：
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图 2 单跨斜桥

Fig.2 Single span skewed bridge

式(4)的简化形式如式(5)所示。
2 2 2 2 2 2 2( ) tan tan ( )i jR F H Φ Φ Π Ω   

2 2[ (tan tan ) 2 tan tan ] 0i j i jR F Π Φ Φ H Ω Φ Φ    

(5)

式中：
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 为弯扭刚度比。

如果不考虑剪切变形和转动惯量的影响，采用

初等梁理论分析斜桥的振动问题时，只需要在上述

方程的计算参数 、 、 、中令 2 0
I D

A C


 
  

 
，

使其退化成下式形式：
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应用退化的计算参数 、 、 、，仍可用式(4)、

式(5)来求解斜桥的振动频率。

3 斜桥振动的有限元列式

对于多跨连续斜桥，如果采用 B 型、C 型等非

标准斜向支承[1]，不能利用式(4)或式(5)计算其振动

频率，采用有限元则比较方便。定义斜深梁单元结

点力、结点位移方向如图 3 所示。
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图 3 斜深梁单元的结点力、结点位移

Fig.3 Nodal force and nodal displacement of the element of

skewed deep girder

斜深梁单元的位移模式为：
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式中： 1 8N N― 为深梁单元的 Hermite 三次插值函

数[14]； 1 2M M、 为 Lagrange 线性插值函数；{ }eq 
T{ }i i i j j jw Ψ w Ψ  为结点位移。

斜桥结构自由振动的频率方程为：
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4 单跨斜桥参数对振动频率的影响

斜桥中振动频率受斜度、支承方式、弯扭刚度

比等参数的影响，为此进行参数分析。

4.1 A 型单跨斜桥的斜度对频率的影响

对于两端斜度相同(即 i jΦ Φ Φ  )的 A 型单

跨斜桥，如图 4 所示，结构材料弹性模量 E3.45×

104MPa、剪切模量 G1.38×104MPa、密度 ρ

2.6×103kg/m3、截面面积 A7.527m2、抗弯惯性矩 I

12.454m4、抗扭惯性矩 J23.707m4、计算跨径

L20m、剪切修正系数 k0.27894。这些参数取至

湖南省境内一座上行、下行斜箱梁桥的半幅结构，

桥面宽 12.0m，三车道布置。采用理论公式(5)和有

限元式(8)分别计算了其前 5 阶频率，有限元计算时

将结构划分为 100 个单元。经计算，不同斜度Ф的

结构前 5 阶振动频率理论值与有限元结果如图 5

所示。
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图 4 两端斜度相同的 A 型单跨斜桥

Fig.4 Single span skewed bridge of same obliquity

0.0

自
振
频

率
f

/H
z

140.0

70°

一阶 二阶 三阶 四阶 五阶

五阶

一阶

二阶

三阶

四阶

斜度Ф/(°)

20.0

40.0

60.0

80.0

100.0

120.0

10° 20° 30° 40° 60°50°

修正Timoshenko理论解

Timoshenko梁有限元解

图 5 A 型单跨斜桥前 5 阶频率随斜度的变化

Fig.5 The first five frequencies changing with obliquity for

A-type parallel skewed bridge

从图 5 中可以看出，采用修正的 Timoshenko

梁理论计算的斜桥前 5 阶频率与有限元结果几乎完

全一致。从图 5 中还可看出，第 1 阶频率(基频)随

斜度的增大而增大，但第 2 阶、第 3 阶频率随斜度

的增大而减小。此变化特征与其他斜桥根据试验测

试结果总结的规律[3―4]一致。

为考证剪切变形对斜桥振动的影响，将修正的

Timoshenko 梁理论结果与不考虑剪切变形的 Euler

梁理论结果进行比较，如图 6 所示。
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图 6 考虑与不考虑剪切变形影响的振动频率

Fig.6 Vibrating frequencies of Timoshenko and Euler Beam

从图 6 中可以看出，两者间基频结果相差不大，

但对于 2 阶以上的频率，两者的频序、频率大小等
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存在较大差别，而且用初等梁理论分析时存在频散

问题，用修正的 Timoshenko 梁理论分析时无频散

现象[12]，频率极限不超过 5000Hz。

4.2 直角梯形斜桥不同斜度对频率的影响

斜桥在桥型方案选择时，正交与斜交过渡段可

设一端正交另一端斜交的直角梯形斜桥( 0iΦ  ，

jΦ Φ )，如图 7 所示。结构计算参数同前，前 5

阶频率随斜度Ф的变化如图 8 所示。

Φ
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图 7 一端正交另一端斜交的直角梯形斜桥

Fig.7 Trapezoidal skewed bridge
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Fig.8 The first five frequencies changing with obliquity for

trapezoidal skew bridge

从图 8 可以看出，对于一端正交、另一端斜交

的直角梯形斜桥，其频率变化规律仍与 A 型单跨斜

桥一致，但由于一端的正交特点，其基频比相应的

A 型单跨斜桥低。

4.3 等腰梯形斜桥不同斜度对频率的影响

等腰梯形斜桥是一种不常见的布置形式[1]，其

支承反向布置( i jΦ Φ Φ Φ  ， )，即对称布置，

如图 9 所示。结构参数同前，前 5 阶频率随斜度变

化如图 10 所示。

从图 10 可以看出，两端对称布置的等腰梯形

斜桥，其第 1 阶频率随斜度 Ф的增大而减小，其不

同于 A 型单跨斜桥的频率变化规律，而且频率比 A

型单跨斜桥低。从频率变化和静力性能来看，等腰

梯形斜桥是一种不利的桥型方案，不宜采用，实践

中少有实例。
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图 9 两端支承对称布置的等腰梯形斜桥

Fig.9 Skewed bridge of isosceles trapezoid
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图 10 等腰梯形斜桥前 5 阶频率随斜度变化

Fig.10 The first five frequencies changing with obliquity for

skewed bridge of isosceles trapezoid

5 单跨斜桥的车-桥振动分析

车辆通过桥梁时引起车-桥振动，加大了车辆的

荷载效应，本文模拟一辆标准主车(轴重 70kN+

130kN、轴距 4.0m)以不同速度 (v 40km/h、v 

80km/h、v 120km/h、v 160km/h、v 200km/h、v 

400km/h)通过斜跨径 L20m 的斜桥，计算参数与前

面一致。以车辆前轮进入桥跨结构作为时间起点，

以车辆驶出桥梁 3 倍车长(即 12m)为时间终点，在

此范围内进行振动分析(计算中没有考虑阻尼)。跨

中截面的动挠度、动弯矩随车辆位置(相应于移动时

间)变化如图 11、图 12 所示。

从图 11、图 12 可以看出，对于一定车速的车

辆驶过桥跨，跨中截面的变形基本上是绕其静载挠

度位置上下动态变化，并有一定的增大现象，跨中
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Fig.11 Deflection at mid-span changing with vehicle position
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Fig.12 Moment at mid-span changing with vehicle position

截面的弯矩变化与此相同。经过对前述 6 种车速计

算结果的分析与比较，跨中截面的动挠度、动弯矩

增幅与速度变化没有单调递增或递减规律。本文认

为“车速增大，桥梁振幅并不一定增大，也并不一

定减小，而是存在至少一个由车速控制的共振车速

点”的观点[7]在斜桥中是成立的。虽然本算例中车

速 v 400km/h 时挠度增幅最大，但在通常车速条件

(如 v <200km/h)下，车速 v 140km/h 时动挠度增幅

最大，车速 v 60km/h 时动弯矩增幅最大，此结论

也可由后面图 17 所示的冲击系数随车速变化结果

看出。

为考察结构振动的同相性，分析了斜度

Ф 45º、车速 v 100km/h(其他条件同前算例)时，

左 1/8 点、左 1/4 点、跨中、右 1/4 点、右 1/8 点的

动挠度、动弯矩变化如图 13、图 14 所示。

从图 13、图 14 可以看出，5 个截面受移动车

辆作用时，其振动不同相，说明在车-桥振动时，多

频振型参与振动明显。在车辆驶出桥梁后结构作自

由振动时，则比较同相。从图 13、图 14 还可看出，

对于同一个截面，当车辆重轴(即后轴)驶至该截面

时振动幅值最大。
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Fig.13 Deflection of different cross-section for skewed bridge
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Fig.14 Moment distribution for skewed bridge

对于简支的正桥结构，当车辆在其上行驶时，

全跨范围内一般是跨中截面的动挠度、动弯矩最

大，但在斜桥中由于斜度的影响，结构中最大动挠

度、最大动弯矩不一定发生在跨中截面，图 15、图

16 列出了跨中(图 15、图 16 中的 51#点)附近几个截

面动挠度、动弯矩的时程变化曲线，其中 45#、47#、

49#、51#、53#、55#点距左支点距离分别为 8.8m、
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Fig.15 Deflection of the cross-section near mid-span
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9.2m、9.6m、10.0m、10.4m、10.8m。最大动挠度

发生在 49#点处，最大动弯矩发生在 51#点处。可见

斜桥跨中截面的动挠度、动弯矩并不总是最大。
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图 16 跨中截面附近不同截面的动弯矩变化

Fig.16 Moment distribution near mid-span

6 斜桥冲击系数的估算与比较

曾庆元院士[15]研究指出结构振动时动挠度、

动内力相比静挠度、静内力来说，增大现象并不相

同，统一用一个冲击系数来描述效应增大现象并不

合适，也没有理论根据。由于变形、内力增大现象

不同步，跨中截面的挠度、弯矩并不一定最大，以

桥跨结构中动载、静载作用下的最大挠度比和最大

弯矩比定义挠度、弯矩的冲击系数，对前面算例的

冲击系数进行分析，不同车速条件下挠度、弯矩冲

击系数如图 17 所示。
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图 17 挠度和弯矩的冲击系数随车速变化

Fig.17 Impact factor of deflection and moment for different

vehicle velocity

从图 17 中可以看出，挠度冲击系数与弯矩冲

击系数并不相同，其与车速也没有简单的单调递增

或递减规律可循，也不存在挠度冲击系数大于弯矩

冲击系数或者弯矩冲击系数大于挠度冲击系数这

样简单的结论，而是在某些车速条件下，挠度冲击

系数比弯矩冲击系数大，某些车速条件下，弯矩冲

击系数比挠度冲击系数大。由车-桥振动模型计算的

冲击系数也与 1989 年版、2004 年版“公路桥规”

方法的计算结果有较大差别。

7 结论

根据以上的研究与分析，得到如下结论：

(1) 斜度、支承方式对斜桥前几阶振动频率有

重要影响。对于 A 型斜桥，其第 1 阶频率随斜度增

大而增大，第 2 阶频率随斜度增大而减小。

(2) 斜桥中由于车辆的冲击效应，车辆对结构

变形和内力的增大现象与车速没有简单的单调递

增或递减规律。故在桥梁的运营阶段，为了限制桥

梁的振幅，设计阶段最好对结构进行优化，使车-

桥系统的共振车速高于车辆实际行驶速度。

(3) 当车辆在单跨斜桥上行驶时，并不一定是

跨中截面发生最大变形和最大弯矩，而有可能发生

在跨中截面附近的某个截面上，并且最大变形和最

大弯矩并不一定发生在同一截面。

(4) 同一座桥梁，其挠度、内力的冲击系数不

同，其大小与桥跨形式、桥跨阻尼、桥面粗糙度、

车辆移动速度、车辆参数等有关，当前的“公路桥

规”以桥跨基频 f 为单一参数的计算方法是一种近

似方法。以车-桥系统模型作为冲击效应分析方法，

其计算结果与“公路桥规”方法计算的结果有较大

的差别，还需要对车-桥系统模型进行深入研究和资

料收集工作。
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