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边界元法分析中的边界切向应力

差分算法

潘升材 朱如鹏

浦京航空学院�

摘 要

在用边界元法作弹性应力分析中
,

不能直接计算出弹性体边界切向应力
�

本文在边界元

法分析的基础上
,

用差分法计算边界切向应力
�

推导出常边界单元情况下边界切向应力的差

分公式
�

计算表明文中所述方法是可行的
,

并且简单实用
�

所研究的方法和公式也适用于高

次边界单元的边界切向应力的计算
�

关健词 � 边界切向应力
,

差分法
,

边界元法

一
、

引 言

、

上

对于一平面弹性体 � 的边界 �

上某一点 尸 �见图 ��
,

在边界表面

上有沿边界法向
� 的应力 气 和沿表

面切 向 � 的剪切应力 、
� ,

而体内边

界处沿边界切向的应力 。 ,

就是本文

要讨论的边界切向应力
�

边界切 向应力 。 ,

在工程设计和

试验研究中有比较大的意义
,

如许多

零构件往往边界切向应力最大
,

对其

强度有较大影响� 零件表面的裂纹形

成和扩展与边界切向应力有很大关

洲口卜
·

“

下

图 � 边界切向应力 叭

系
�

众所周知
,

在用边界元法作弹性应力分析时
,

可以直接算出边界表面上和体内的位移

及应力等
,

而 口 ,

是不能直接算出的
�

有必要另寻方法计算出 乓
�

有关边界元法 的文献

�如文献〔��
、

�� � 中都没有对边界切向应力的计算做出切实的讨论
�

本文在边界元分析的

基础上
,

对常单元情况下用差分法求 , ,

做出了讨论
�

文斗 自方法和公式也可适用于高次

鱼元的情况
�

·

本文于 �� � �年�月收到
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一
、

基本公式

�
�

计算边界切向应力的公式

用边界元法解除弹性体边界上各节点的未知参数 �作用力或位移 � 后
,

根据所采用的

形式
,

由相应的形函数和节点参数值求出每个单元上的作用力和位移的分布
�

这样
,

可求

出边界切向应变 乓
,

则 汁算
。 ,

的公式为
�

叮 � 一 �召‘
。

� � � 鱿�� 价 一 川 ��  

式中
� � 和 “是弹性休的剪切模量和泊桑比比 �

。 。

是边界表面上的法向应力 �见图 � �
�

对于除常用单元以外的其他较高次单元
,

单元上的仁
�

渗由相应的形函数与节点 立尽亲

表示
,

其值在单元上不是常数
,

可用求导数的方法计算出
� ,

�

但对于常单元就不能采用这

种做法
�

因为常单元上 的位移是常数
,

等于节点处的值
,

用求导的方法求
￡,

是不行的
�

对于常单元
,

为了求出某个单元上的切向应变
,

可以把与该单元相邻的单元联系起来
,

用

差分法进行计算
�

�� 边界切向应变 。,

的差分公式

函数 厂�� 对 � 的微分 �厂�� � �� 的差分表示有算三种形式
,

即

���成
� � � � �一 五� �� � � �

减肛 � � “
‘ “

�吠
‘ �一天‘ 一 △‘ �� � △‘

“

�大� � △� �一尺
� 一 八� ��� �△�

�向前差分�

�向后差分 �

�中心差分�

下面讨论常边界单元
￡,

的差分计算
,

推导出与上述三种差分形式相对应的公式
�

设所考察的是弹性边界上第 �个单元
,

其相邻的单元是 �一� 和 汗了
,

它们的位移向量

和单元长度分别为矿 和 扩�� 一 �一 �
,

�
,

� 十 你 各单元的法向
� 和切向 � 作为单元的边

界局部坐标系��
,

�� 其中
�

���
�‘几���

��

一�
�

���� 

一一

磷和 磷分别为 � 单元节点沿整体坐标系 二 和 , 的位移分量
,

其值由边界单元法分析得

出
�

� �� 直线边界 � 这时各单元的切向相同
,

见 图 �
�

设边界与 � 轴的夹角为 中
,

则位移

向量在单元局部坐标系的表示为
� �

护 一 。。 � �无一 � 一 �
,

�
,

� � � �

嵘和 必分别是 � 单元节点的法 向 刃向位移分量 �

刁,�����““

一���
�

���

一一

�一� �

� �� 中

� �  中

一 �� �中

� �� 中 �
,

是整体坐标系与边界局 部坐”系间的”换矩阵
·

贝”单元 ‘的边界”
�������

比
�

一一式�小

向应变 成有如下的差分公式
�

, �

�
� ‘ � � � � � �

。

�
一 ’

� 澎
� � � ��

, � ��
‘一 �

�� �

式中� �
、

�
、

�
、

�
、

�
、

和 � 为差分形式因子 �下同�
,

其值见表
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表 � 差分形式因子的取值

毓毓称
宿
之之

��� ��� ��� ��� ��� ���

向向前差分分 ��� 一��� ��� � � ��� � � ��� ���

向向后差分分 ��� ��� 一��� ��� � � ��� � � ���

中中心差分分 ��� ��� 一 ,, � � ��� ��� � � ���

图 � 直线边界 图 � 曲线边界

�� � 曲线边界 � 这时各单元的切线方向互不相同
,

见图 �
�

设各单元的切向与 � 轴的

夹角为 。气� � 卜�
,

�
,

什��
,

则各单元位移向量在边界局部坐标系中的表示为�

犷 二每
七
舀
几 �� � � 一 �

,

�
,

� � ��

飞伪」
惫

中七
含

�】� 中

七

� �  中 �� 中

各单元边界局部坐标系与整体坐标系间的转换矩阵
�

�
� ��� �

��‘

一一犷电式

由于各单元的切向不相同
,

不能象直线边界那样采用单元切向位移直接计算

求出单元 ‘的切向应变可
,

要把相邻单元 卜 � 和 �� � 的有关量转换到单元 �的切向
�

元切线方向的单位矢量为云 则

为了

设单

�� �中
�� 二 �一 �

,

‘
,

� ��

, ����
�

�丘七

�� 巾

�����
一一

一七�

在单元 �的切线方向上
,

单元 卜 � 和 什】的位移
。

尸和
�

尸为
�

� ‘

则单元 ‘的边界切向应变 弓为
�

, 一 湘 、 � ‘

� 气“ � ‘ �� 二 �一 �
,

� � ��
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十 � � �
一 �

刀�
‘十 � ��‘

� � �了 � 万� � � � � �
一 � ��

‘一 � �� �
‘

月叮
’

一

牛 � ‘

�

� � � 了 � � ‘一 ’�
�� �

在上述中
,

符号

可求 出 �单元的试
�

� �
表示对括号内的向量作转置

。

将 �� 或 �� � 代人 �� � 即

二
、

算例与讨论

作者已在边界元

法作弹性应力分析中

引用 了上述方法
,

并

研制出相应的计算机

程序
。

计算表明上述 一

方法及其公式是正确

的
。

这里给出一个关

于厚壁 圆筒受内压的

算例
。

圆筒的几何尺

寸见图 � �� 所示
,

材料的弹性模量 � � � �� ��� � � � �
� ,

泊桑 比 井二 �
�

�
,

图 �

内压 尹 二 王� � � � � � 。

利用轴对称

的特点
,

取圆心角为 ��
“

的一扇形块进行分析
,

见图 � �� 
,

采用了两种方式划分边界单

夕〔
。

图 � 给出了计算模型的边

界切 向应力的理论 解 和数值

解
�

从图中可见
,

在应力变化

较小的边界处数值解与理论解

极其相近
,

而在应刀变化较大

的边界处数值解与理论解有一

定的误差
,

这种误差可 以通过

细划单元得到减小
�

在本算例

中
,

径向直线边界与内壁相近

处应力梯度大
,

该处单元应仔

细划分
,

否 则会出现较大误

差
。

—
理论解

� �

� � 个边界单元解

� 入��门 几一�

�一
,

一闷

� �个边界单元解

产

�
攀

另一部分与之对称

图 �

三
、

结 论

在边界元法分析的基础上
,

采用差分法计算边界切 向应力
,

完善了边男元法的弹性应

力分析
,

而且作法简单
、

买用
�

为了使计算具有足够的梢度
�

必须几
�

当划分边界单元
,

在

应力梯度较大的地方要仔细划分单元
。

在求高次单元节点的边介
一

切向应力时
,

也可采用不

文所述方法和公式
�
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《土力学与地基工程》一书即将出版

由史如平教授和韩选江副教授主编的 《土力学与地基工程》 一书由上海交通大学出版

社于 90 年 8 月正式出版
。

该书根据国家标准 《建筑地基基础设计规范》 (G B J7 一8 9) 等

新规范要求
,

反映地基基础的一些新技术和新方法
,

内答翔实
,

简明易懂
。

全书共十三

粤 40 万字
,

可作为高等院校土建类专业必修教材
,

并可供土建类专业的设计
,

施工和

科研等有关工程技术人员参考
,

欲购者可与各地新华书店或该出版社发行科联系
.

(本刊记者: 杨永成)


