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一种计算指定截面内力影响线的简便方法 
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摘  要：利用功的互等原理和局部坐标系下梁单元的刚度方程，推导建立了一种用矩阵位移法计算杆系结

构指定截面内力影响线的简便而统一的方法。按照这种方法，只须在结构上施加一组虚拟荷载，进行一次

静力求解即可得到指定截面的内力影响线。这种方法特别适用于大型杆系结构指定截面内力影响线的计

算。 
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A SIMPLE AND EFFICIENT COMPUTATION METHOD FOR INFLUENCE 

LINES OF INTERNAL FORCES AT SPECIFIED SECTIONS 
 

WU Hui 

(College of Civil Engineering and Architecture, Lanzhou Railway Institute, Lanzhou 730070, China) 

 

Abstract:  By using the principle of reciprocal work and the stiffness equation of the beam element in its local 

coordinate system, a simple and efficient method for construction of influence lines for internal forces at specified 

sections is established. By applying a set of virtual concentrated loads to the structure and performing a static 

solution once only, the desired influence line can be obtained. The main advantage of the present method lies in 

its high efficiency, which is especially true when calculating the influence lines for internal forces at some 

specified sections of large frame structures. 
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1  引言 

    用矩阵位移法在计算机上计算杆系结构内力
影响线的最直接的方法就是把单位移动荷载逐次

施加在它所经过的各个结点上并逐次进行静力求

解。为叙述方便，我们把这种方法称为逐点加载法。

逐点加载法的主要优点是思路简单，并可同时给出

所有杆单元两端截面上的内力影响线。但对包含几

百个甚至几千个杆单元的大型结构，首先需要计算

的往往只是若干个控制截面上的内力影响线。在这

种情况下，采用逐点加载法所需的计算工作量是很

大的，显然很不经济。 

    利用功的互等原理和局部坐标系下梁单元的

刚度方程，推导建立了一种指定截面内力影响线的

简便计算方法：只须在结构上施加一组虚拟荷载，

进行一次静力求解即可得到指定截面的内力影响

线。因而，我们把这种方法称为计算指定截面内力

影响线的虚拟荷载法。本文方法用于计算大型结构

指定截面内力影响线时，可显著节约计算工作量。 
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2  局部坐标系下空间梁单元的基本
关系式 

    局部坐标系下的单元结点位移和单元结点力

分别记为 eä 和 eF ，单元结点位移分量 e
rδ 和相应单

元结点力分量 )12,,2,1( L=rF e
r 的正方向如图 1 所

示。e号梁单元轴线上任一点处沿 x,y,z轴方向的线
位移记为 Twvu ][=u ，则 

eHäu =                 (1) 

其中形函数矩阵H的具体表达式见[1]。 
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图 1  局部坐标系下的梁单元 

Fig.1  Beam element in its local coordinate system  

    单元内部无跨间荷载时，e号梁单元的刚度方

程为： 
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其中 e
rsK 为局部坐标系下梁单元刚度矩阵 eK 的 r

行 s列元素，其表达式见[1]。 
    设在单元轴线上点 x 处作用有集中荷载 yx PP ,

和 zP ，它们均以局部坐标系的坐标轴正向为正。在

此情形下的单元刚度方程为： 
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显然， e
rR 即由上述跨间集中荷载引起的两端固定

梁的固端反力。 e
rR 也以局部坐标系坐标轴正向为

正，即图 1中所示的方向。 e
rR 的表达式如下： 
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其中 )(xH r 的表达式见
[1]。因两端固定梁在上述跨

间集中荷载作用下并不引起固端扭矩，故

0104 == ee RR 。关系式(4)~ (6)的详细推导见文献[2]

和[3]。 

3  指定截面内力影响线的计算原理 

    所讨论的结构系统记为 S，选定整体坐标系
zyxo ，如图 2所示，其中 y轴正方向铅直向上。单

位移动荷载铅直向下，记为 )(0 QP ，Q 为移动荷载

作用点。以下，凡字母上方带“-”的量均指整体坐

标系下的量，否则指局部坐标系下的量。 
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图 2  整体坐标系 

Fig.2  Global coordinate system 

    计算指定截面的内力影响线可视为计算局部

坐标系下某单元 i 端截面或 j 端截面上的内力影响

线，也就是计算该单元的某一结点力的影响线。 

    下面讨论计算局部坐标系下 e号梁单元的单元
结点力 e

rF 的影响线的方法。 

    考虑以下两组荷载和相应的结构位移。第一组

荷载取为作用在点 Q 处的单位竖向移动荷载
)(0 QP ，它产生的 e 号梁单元在整体坐标系下的两

端结点位移记为： 
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第二组荷载的取法如下，记 
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并令 
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其中 
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而 )3,2,1,( =⋅= jij
T
iij eeλ 。 

    第二组荷载即作用在 e号梁单元 i端结点上的
结点荷载 if 和作用在该单元 j端结点上的结点荷载

jf 。我们把这样选取的第二组荷载称为“虚拟荷

载”。第二组荷载所引起的单位竖向移动荷载作用

点 Q沿 y轴正方向的线位移记为 )(Qv 。 

    因单元刚度矩阵 eK 为对称阵， eK 的第 r行与
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eK 的第 r列相同，而 eK 的第 r列的各个刚度系数
在数值上就等于在 1=e

rä 状态下的单元结点力。因

而由式(8)和式(9)可知，虚拟荷载的力学意义就是把

局部坐标系下 e 号梁单元在 1=e
rä 状态下的单元结

点力转换到整体坐标系下并反号后施加在该单元

的两端结点上。 

    对以上两组荷载和相应位移应用功的互等原

理[2]即得： 
e

Qj
T

j
e
Qi

T
iQvQP ,,0 )()()()( äfäf +=      (11) 

把 1)(0 −=QP 和式(9)所示的 ji ff , 代入式(11)即得： 
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亦即 
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其中 e
Qi,ä 和 e

Qj,ä 为单位竖向移动荷载 10 −=P 作用

在Q点时所产生的局部坐标系下 e号梁单元的两端

结点位移。应当强调指出，无论单位竖向移动荷载

的作用点 Q在 e号梁单元之外还是内部，式(12)亦

即式(13)永远成立。 

    由式(2)，(3)和(13)即知，在单位竖向移动荷载
10 −=P 作用下，局部坐标系下 e号梁单元的第 r个

单元结点力 e
rF 的影响线 rη 为： 

Rrfrr ,, ηηη +=                (14) 

其中 
)(, Qvfr =η    Q为单位荷载 0P 所经过的一切点 
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)(QR e

r 由式(4)~(6)确定，其中 xP ， yP 和 zP 即单位

竖向移动荷载 )(0 QP 在 e 号梁单元局部坐标系下的

三个分量，即 

322212 ,, λλλ −=−=−= xyx PPP      (16) 

    由 Rr ,η 的定义即知，若单位竖向移动荷载 0P 的

作用点经过指定截面所在单元的内部时，则弯矩影

响线在指定截面处将发生角突变，而剪力影响线在

指定截面处将发生跳跃。不言而喻，如果单位竖向

移动荷载根本不经过指定截面所在单元的内部点，

则 frr ,ηη = 。 

    实际计算时，通常只须给出所求影响线在结点

处的数值。由前述计算原理即知： 

    若 e
rF 为弯矩或扭矩，则无论单位竖向移动荷

载是否经过指定截面所在的单元内部，均有 
NkQvQ kkfr ,,2,1)()(, L==η       (17) 

其中 NQQQ ,,, 21 L 为单位竖向移动荷载所经过的

全体结点。 

    若 e
rF 为剪力(轴力)，但单位竖向移动荷载并不

经过指定截面所在单元的内部，则式(17)仍然成立。 

    若 e
rF 为 e号单元 i端剪力(轴力)，且单位竖向

移动荷载经过指定截面所在的单元内部，则其影响

线在各结点处的值为： 
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其中 )(iv 为虚拟荷载作用下产生的结点 i 的竖向位

移， )0( −irη 和 )0( +irη 为剪力(轴力)影响线在结点

i处的左、右极限。 

    若 e
rF 为 e号单元 j端剪力(轴力)，且单位竖向

移动荷载经过指定截面所在单元的内部，则其影响

线在各结点处的值为： 
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    在结点设置较密时，求得指定截面内力影响线

在各结点处的值通常已可满足需要。但如果需要把

所得影响线加密，也是很容易的。由于 Rr ,η 的表达

式是已知的，故只须给出 fr ,η 即 v的加密公式。对

单位移动荷载 )(0 QP 所经过的某个梁单元 c 而言，

加密公式为： 
cT

fr QvQ äHRe2, )()( ==η        (20) 

其中 cä 为虚拟荷载作用下 c 号单元两端结点在整

体坐标系下的结点位移，R 为坐标变换矩阵，
][ 3222122 λλλ=Te 。 

    最后指出，以上讨论未涉及支座反力影响线的

计算。利用功的互等原理计算支座反力影响线的方

法是众所周知的，例如可参见文献[4]。当然,如果所

求支座反力影响线可看作是某个梁单元的结点力

的影响线，则同样可用本文方法予以计算。 

4  数值算例 

算例：格栅的影响线 

    图 3 所示为一平面格栅(纵横梁体系)，所有纵

梁和横梁的轴线均位于水平面上，外荷载垂直于格

栅所在平面。各纵梁的两端均为铰支承。假定横梁

当 0P 的作用点Q在 e号梁单元之内 

当 0P 的作用点Q在 e号梁单元之外 
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的弯曲刚度与纵梁的弯曲刚度之比为 1:4；横梁的

扭转刚度与其弯曲刚度之比以及纵梁的扭转刚度

与其弯曲刚度之比均为 1:4。求截面 m和截面 n处

的弯矩影响线。 
    取 zyxo 为整体坐标系，其中 y轴正方向铅直向

上。整体坐标系下格栅中每个不受约束的结点处仅

有 3个不为零的位移参数，即沿 y轴正方向的线位

移 v，绕 x轴正方向的截面转角 xθ 和绕 z轴正方向

的截面转角 zθ ，见图 4。 
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图 3  格栅及其单元划分 

Fig.3  A grid structure and its element division 
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图 4  格栅的整体坐标系 

Fig.4  Global coordinate system for the grid structure 

    纵梁共划分为 24个单元，所有纵梁单元均以

其小号端为单元的 i端，并取其局部坐标系与整体

坐标系的指向相同。横梁共划分为 4个单元。横梁

单元的局部坐标系的 x轴指向 z 轴的负方向，y轴
的指向与 y轴相同，见图 5。 
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图 5  横梁单元的局部坐标系 

Fig.5  Local coordinate system for transverse beam elements 

    由式(2)给出的局部坐标系下 e号梁单元 j端弯

矩与单元结点位移的关系为(r=12)： 
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其中 T
zjxjjzixii

e
g vv ][ θθθθ=ä ，下标 g 表

示格栅单元。 

    由本文第三节关于虚拟荷载力学意义的说明

可知，式(21)中的 6 个刚度系数在数值上就等于局
部坐标系下 e号梁单元与 1=zjθ 状态相应的单元结

点力，如图 6所示。把图 6所示局部坐标系下的单

元结点力转换到整体坐标系并反号后施加在该单

元的两端结点上，即计算 e
zjM 的影响线所需施加的

虚拟荷载。以下计算时，取纵梁的 16=zEI ，GJ=4；

横梁的 4=zEI ，GJ=1，这当然并不影响所求内力

影响线的数值。 
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图 6  局部坐标系下由 1=zjθ 引起的单元结点力 

Fig.6  Element nodal forces induced by 1=zjθ  in local 

coordinate system 

4.1 截面 m处的弯矩影响线 

    为求截面 m处的弯矩影响线，只须求局部坐标

系下纵梁上 12号单元 j端截面的弯矩影响线，即只

须求 )12(
zjM 的影响线。由式(9)和(21)即知，所应施加

的虚拟荷载为： 
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在以上虚拟荷载作用下所产生的格栅的竖向挠度

在各结点处的数值即所求弯矩影响线在相应结点

处的数值。 

4.2 截面 n处的弯矩影响线 

    为求截面 n处的弯矩影响线，只须求局部坐标

系下横梁上 26号单元 j端截面的弯矩影响线，即只

须求 )26(
zjM 的影响线。由式(9)和(21)并进行简单的坐

标变换，即知所应施加的虚拟荷载为： 
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5  结论 

    与通常的“逐点加载法”相比，本文所建立的

计算指定截面内力影响线的“虚拟荷载法”具有以

下突出优点： 

    (1) 只需把虚拟荷载施加到原结构上进行一次

静力求解，即可得到指定截面内力影响线。对大型

杆系结构，本文方法可极大地节约计算工作量。 

    (2) 采用“逐点加载法”时，如需对所得影响

线数值进行加密，必须减小单元尺寸，增设结点。

而按照本文方法，则无需增设结点即可进行影响线

加密计算，因而可用较少结点和单元获得足够密集

的影响线数值。 

    (3) 由于在虚拟荷载作用下所产生的结构的竖

向挠曲线在数值上即给出所求内力影响线(若单位

移动荷载经过指定截面所在单元，则还应再叠加上

该单元的固端反力影响线)，故采用本文方法时，可

由计算机输出的结构变形图直接观察到所求影响

线的形状。这对工程设计而言，也具有重要意义。 
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