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基于常规三轴试验的岩石双剪强度准则 
 

杨雪强 1，刘祖德 2，何世秀 1 
(1. 湖北工学院土木工程系，武汉 430068；2. 武汉大学土木工程与建筑学院，武汉 430072) 

摘  要：基于岩土体的双剪强度理论和已有的一些岩石真三轴强度试验资料，提出了一个岩石双剪强度准

则的推广型式，探讨了该强度准则相关参数的选取问题，验证了该强度准则的合理性，并指出双剪强度准

则有一个 )()(8 mfg σθτ σ ⋅= 的函数表达型式。研究表明岩石的 tc 88 / ττ 随平均主应力 mσ 的变化而变化，

当 mσ 较小时 tc 88 /ττ 比值较大，而当 mσ 较大时 tc 88 /ττ 比值较小。这种现象一方面论证了随着 mσ 的增大，

岩石有逐步向着均质化方向发展的趋势；另一方面也说明了在较低的 mσ 应力水平下，Drucker-Prager 强度

准则对岩石类材料是不适合的。 
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TWIN SHEAR STRENGTH CRITERIA FOR ROCR BASED ON 
TRADITIONAL TRIAXIAL TESTING RESULTS 

 

YANG Xue-qiang1 , LIU Zu-de2 , HE Shi-xiu1 

(1. Hubei Polytecnic University, Wuhan, 430068, China; 2. Wuhan University, 430072, China) 

 

Abstract:  Based on twin shear strength theory and some true triaxial strength testing data of rock, a more 

reasonable twin shear strength criterion is proposed and verified. The corresponding parameters of the twin shear 

strength criterion are given by traditional triaxial compressive and triaxial tensile testing results. It is shown that 
the twin shear strength criterion has a 8τ = )( σθg )( mf σ⋅  function expression, and the calculating results in this 

paper show that tc 88 /ττ  will be changed as the average principal stress mσ  is changed. tc 88 /ττ  is larger 

when mσ  is at lower stress level, and is smaller when mσ  is at higher stress level. This phenomenon 

demonstrates on one side that rock is developed into homogeneous material gradually as mσ  is increased, on the 

other side that the Drucker-Prager strength criterion is not suitable for rock materials when mσ  is at lower stress level. 

Key words:  twin shear strength criterion; average principal stress; octahedral shear stress; load angle 

 

1  前言 

    岩石在三维应力状态下的屈服破坏问题是岩

石本构关系最主要的研究内容。有关岩石强度的理

论研究和试验研究已有了大量的报道，最早的应归

于库仑提出的强度条件，后经莫尔修正，称为莫尔

一库仑强度理论，表达为： 

)(στ fDf +=                 (1) 

式中 D 为岩石的强度参数，σ 为破坏面上的法向应

力。 
    莫尔一库仑强度理论只考虑了最大主应力 1σ

和最小主应力 3σ 对岩石强度的影响，它没有考虑中

间主应力 2σ 对岩石强度的贡献，因此它是一种不

完整的岩石强度理论，称之为单剪强度理论。 



 基于常规三轴试验的岩石双剪强度准则 87 

    我国学者俞茂宏教授 1961 年提出了双剪应力

屈服准则，1985 年以后系统地提出了双剪强度理论
[1-3]，丰富和发展了金属、混凝土和岩土类材料的强

度理论。双剪强度理论的数学表达式为： 











+≤+
=−+++=′

+≥+
=−+++=

23231212

23132313

23231212

12131213

,0)(

,0)(

στστ
σσττ

τ
σσττ

AA

DAF

AóôAó

DAF

     (2) 

式中 A 为反映法向应力对岩石破坏的影响系数，D
的意义同式(1)。双剪应力 1213 ,ττ 或 23τ 及其作用面

上的正应力 1213 ,σσ 或 23σ 分别等于： 
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    双剪强度理论一方面同时考虑了三个主应力

1σ ， 2σ 和 3σ 对岩石强度的影响，另一方面在理论

上也证明了中间主应力 2σ 对岩石强度的影响效应
[4,5]。即当中间主应力 2σ 从接近于最小主应力 3σ 逐

步向最大主应力 1σ 的增加过程中，岩石的强度逐步

提高，岩石的强度达到峰值后，又从峰值逐步减小。

可预测，双剪强度理论对岩土类材料而言，具有广

泛的应用前景。本文在岩石双剪强度理论方面，做

了进一步的研究工作。 

2  基于常规三轴试验的岩石双剪强

度准则 

2.1 岩石双剪强度准则的推广 
    设压应力为正，岩石在 321 σσσ ≥≥ 作用下，

其平均主应力为 mσ ，洛德角 σθ 和八面体上的剪应

力 8τ 的表达式为： 
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    许多岩石类材料强度试验结果表明，在子午面

上岩石的八面体剪应力 8τ 随平均主应力 mσ 的增加

呈非线性关系，如图 1 所示。近些年来已提出和发

展的帽子模型[1,6]就是这一问题的直接反映。在式(2)
中，因 2/)3( 11213 σσσσ +=+ m 或 2313 σσ + mσ3(=  

2/)3σ+ ，隐含着平均主应力 mσ 的线性项，所以尚

需增加 2
mσ 项。同时岩石是一个三轴压缩强度

( °−= 30σθ )和三轴伸长强度( °= 30σθ )不相等的材

料，它们在图 1 所示的 8τ ~ mσ 之间应该有不同的表

达曲线。所以这里把式(2)进一步改写成式(7)，以便

更为真实地模拟岩石的强度特性。 
 

θσ=−30° 

θσ=30° 

τ8 

σm 

 
图 1  子午面上岩石的强度曲线 

Fig.1  Rock strength curve between 8τ  and mσ  
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式中 B 和 B′为岩石的强度系数。 

    对式(7)中的 A，B 和 D 待定系数，可通过

三 个 不 同 mσ 应 力 水 平 的 岩 石 三 轴 压 缩

( 1σ > 32 σσ = ， °−= 30σθ )强度破坏资料，由式(7)

中第一个方程建立起三个联立的代数方程求出 A，

B 和 D。同理，通过三个不同应力水平的岩石三轴

伸长( 21 σσ = > 3σ ， °= 30σθ )强度破坏资料，由式

(7)中第二个方程建立起三个联立的代数方程求出

A′， B′和D′。这样，通过常规的三轴压缩和三轴

伸长的强度试验资料，就建立起了岩石双剪强度准

则的推广型式。 

2.2 岩石双剪强度准则的转换 
    文献[7]给出的 1σ ， 2σ 和 3σ 的表达式为： 
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将式(8)代入式(7)并整理得： 
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式(9)中的 crσθ 可令式(9)中的两式相等求出。 

    由 式 (9) 可 看 出 ， 双 剪 强 度 准 则 具 有

)()(8 mfg σθτ σ ⋅= 的函数型式。其中 )( σθg 是洛德

角 σθ 的角隅函数， )( mf σ 是平均主应力 mσ 的非线

性函数。 

    Zienkiewicz 等[1,7]构造了一个广义的三剪岩土

强度准则，为： 

0)
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( 22
11

2
1 =+++=

σθ
σσ

g
J

CBAF mm     (10) 

式中 1A ， 1B 和 1C 为材料系数， 2J 为偏应力的第二

不变量。 

    显然，式(9)表达的双剪强度准则与式(10)的

Zienkiewicz三剪强度准则具有类似的表达型式。与

式(10)不同之处在于，式(9)表达的双剪强度准则在

crσσ θθ ≤≤°−30 三轴压缩一侧和在 °≤≤ 30σσ θθ cr

三轴伸长一侧分别有不同的 )( σθg 和 )( mf σ 的表达

式。 
    在式(9)中，当 σθ 为一常数时，在子午面上

8τ ~ mσ 之间的曲线关系如图 1 所示，呈现出外凸

性。 

    同时，对式(9)，相应的分段角隅函数为： 
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    该角隅函数满足以下两条件： 
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    所以，当 mσ 为一常数时，式(9)能够满足在π 平

面上外凸性的要求，并且可证明出在 σθ = crσθ 处的

导数 σθτ d/d 8 值并不唯一，这说明式(9)所示的双剪

强度准则在 crσθ 处具有“角棱”。后面还要说明，

对岩土类材料， crσθ 并不是固定不变的，它随 mσ 的

增大而逐步增大，并朝着均质化的方向发展。 
    综合 σθ 为常数和 mσ 为常数的两种情况，可知

式(9)所示的双剪强度准则在主应力空间满足外凸

性的要求，它在π 平面上的曲线轨迹如图 2 所示。 

 

图 2  π 平面上岩石的强度曲线 

Fig.2  Rock strength curve on π  plane 

    文献[8]指出，William-Warnke 混凝土五参数强

度准则为： 











°=++=

°−=++=

30,)(
5

30,)(
5

2
210

2
210

σ

σ

θ
σσρ

θ
σσρ

c

m

c

m

c

t

c

m

c

m

c

c

f
b

f
bb

f

f
a

f
aa

f
   (12) 

式中 cf 为混凝土的单轴抗压强度， cρ 为三轴压缩

( 1σ > 32 σσ = )状态下π 平面上的偏应力， tρ 为三轴

伸长( 21 σσ = > 3σ )状态下π 平面上的偏应力。任一

状态下π 平面上的偏应力为： 
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    显然，William-Warnke 五参数强度准则没有式

(7)或式(9)表示的双剪强度准则来得简洁。 

2.3 验证工作 

    验证Ⅰ：文献[4]给出的花岗岩极限强度的试验

结果如表 1 所列。 

表 1  花岗岩的真三轴强度试验结果 

Table 1  True triaxial strength testing results of granite 

03 / σσ  σθσσσσ ,/,/ 0102  

0.00 
0,1, 

－30° 

0.3,1.2, 

－16.1° 

0.63,1.23,

0.81° 

0.77,1.18,

9.99° 

0.9,1.1, 

20.17° 

1.08,1.08,

30° 
 

0.06 
0.08,1.26, 

－29.17° 

0.33,1.7, 

－21.17°

0.4,1.8, 

－19.38°

0.52,1.88,

－15.94°

0.9,1.68, 

1.23° 

1.44,1.44,

30° 
 

0.19 
0.2,1.7, 

－29.67° 

0.38,2.08,

－24.76°

0.58,2.47,

－20.8° 

0.8,2.8, 

－17.09°

1.03,3.0, 

－13.07°

1.13,2.87,

－9.78° 

1.33,2.4, 

1.05° 

    注： 0σ 为花岗石的单轴抗压强度。 

    将 °−= 30σθ 或接近 °−30 的三个岩石强度试验

结果(0,0,1)，(0.06,0.08,1.26)和(0.19,0.2,1.7)分别代
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入式(7)中的第一式，联立三个方程求出 A=-0.6149，
B=0.1211/ 0σ 和 D=0.3986 0σ 。 

    将 °≈ 10σ 的 三 个 岩 石 强 度 试 验 结 果

(0,0.63,1.23)，(0.06,0.9,1.68)和(0.19,1.33,2.4)分别代

入 式 (7) 中 的 第 二 式 ， 联 立 三 个 方 程 求 出

00 2415.0/0505.0,7612.0 σσ =′=′−=′ DBA 和 。 

    这样求出的花岗岩双剪强度准则的方程为： 
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    依据表 1，比较式(6)的试验结果和式(14)的计

算结果如图 3(a)所示，两者间最大的相对误差不超

过 4.36%，这说明式(14)给出的双剪强度准则在预

测花岗岩强度特性上是可信的。 

    验证Ⅱ：文献[4]给出的大理岩极限强度的试验

结果如表 2 所列。 

表 2  大理岩的真三轴强度试验结果 

Table 2  True triaxial strength testing results of marble 

03 / σσ  σθσσσσ ,/,/ 0102  

0.00 
0,1, 

-30o 

0.1,1.07, 

-25.15o 

0.2,1.07, 

-19.88o 

0.3,1.2, 

-16.1o 

0.63,1.1, 

4.8o 
  

0.13 
0.13,1.63,

-30o 

0.37,1.93,

-22.95o 

0.47,2.1, 

-20.71o 

0.75,2, 

-11.01o 

0.97,2.03,

-3.83o 

1.33,1.93,

10.89o 

1.67,1.68,

29.68o 

0.40 
0.4,2.4, 

-30o 

0.7,2.57, 

-22.67o 

0.92,2.85,

-18.38o 

0.93,2.87,

-18.24o 

1.13,2.93,

-13.72o 

1.4,3.0, 

-7.59o 

1.75,2.75,

4.91o 

    注： 0σ 为大理岩的单轴抗压强度。 

    将 °−= 30σθ 的三个岩石强度试验结果(0,0,1)，

(0.13,0.13,1.63)和(0.4,0.4,2.4)分别代入式(7)中的第

一 式 ， 联 立 三 个 方 程 求 出 ,8559.0−=A  

0/5265.0 σ=B 和 02026.0 σ=D 。 

    将 °°°= 91.489.10,8.4 和σθ 的三个岩石强度试验

结果(0,0.63,1.1)，(0.13,1.33,1.93)和(0.4,1.75,2.75)分

别代入式 (7)中的第二式，联立三个方程求出

0/6231.0,367.1 σ=′−=′ BA 和 01103.0 σ−=′D 。 

    这样求出的大理岩双剪强度准则的方程为： 
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      (a) 花岗岩                  (b) 大理岩 

图 3  双剪强度准则与岩石的真三轴试验结果对比 

Fig.3  Comparison between twin shear strength criterion and 

rock true triaxial testing results 

    依据表 2，比较式(6)的试验结果和式(15)的计

算结果如图 3(b)所示，两者间最大的相对误差不超

过 7.05%，这说明式(15)给出的双剪强度准则在预

测大理岩强度特性上是可信的，与实测结果有良好

的一致性。 

3  对岩石强度特性的进一步探讨 

3.1 花岗岩强度特性 
    由式(14)，在三轴压缩( 1σ > 32 σσ = )状态下，

花岗岩在 °−= 30σθ 子午面上的强度关系为： 

)1211.02298.13986.0(5929.0
0

2

08 σ
σ

σστ m
mc −+=  (16) 

0

2

01 1211.02298.13986.0)(
σ
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    在三轴伸长( 21 σσ = > 3σ )状态下，花岗岩在

°= 30σθ 子午面上的强度关系为： 

)0505.05224.12415.0(376.0
0

2

08 σ
σ

σστ m
mt −+=   (18) 

0

2

02 050505224124150)(
σ
σ

σσσ m
mm ...f −+=    (19) 

    对某一 mσ 值，令式(14)中的两式相等可求出
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crσθ ，将 crσθ 反代入式(14)中任一式，就求出了在

mσ 应力水平下π 平面上的最大偏应力 m8τ 。依据

表 1，在 0)5.1~3.0( σσ =m 范围内，花岗岩在π 平

面上的强度特性如表 3 所列。 

表 3  花岗岩在π 平面上的强度特性 

Table 3  Granite strength characteristics on π  plane 

0/σσm  0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 

01 /)( σσ mf 0.7566 0.9832 1.2001 1.4073 1.6049 1.7927 1.9708 

08 /στ c  0.4486 0.5829 0.7115 0.8343 0.9514 1.0628 1.1684 

02 /)( σσ mf  0.6937 0.9901 1.2824 1.5708 1.855 2.1353 2.4115 

08 /στ t  0.2608 0.3722 0.4821 0.5905 0.6974 0.8028 0.9066 

crσθ  -24.63o -20.91o -18.41o -16.51o -14.94o -13.57o -12.33o 

08 /στ m  0.4506 0.5903 0.7263 0.8580 0.9853 1.1081 1.2263 

tc 88 /ττ  1.7202 1.5661 1.4758 1.4129 1.3643 1.3239 1.2888 

tm 88 /ττ  1.7278 1.586 1.5065 1.4530 1.4128 1.3803 1.3526 

3.2 大理岩强度特性 
    由式(15)，在三轴压缩( 1σ > 32 σσ = )状态下，

大理岩在 °−= 30σθ 子午面上的强度关系为： 

)5265.07118.12026.0(6595.0
0

2

08 σ
σ

σστ m
mc −+= (20) 

0

2

01 5265.07118.12026.0)(
σ
σ

σσσ m
mmf −+=    (21) 

    在三轴伸长( 21 σσ = > 3σ )状态下，大理岩在

°= 30σθ 子午面上的强度关系为： 

)6231.0734.21103.0(3238.0
0

2

08 σ
σ

σστ m
mc −+−=  (22) 

0

2

02 6231.0734.21103.0)(
σ
σ

σσσ m
mmf −+−=   (23) 

    对某一 mσ 值，由式(15)同理可求出 crσθ 及其对

应的 π 平面上的最大偏应力 m8τ 。依据表 2，在

0)7.1~3.0( σσ =m 范围内，大理岩在π 平面上的强

度特性如表 4 所列。 

表 4  大理岩在π 平面上的强度特性 

Table 4  Marble strength characteristics on π  plane 

0/σσ m  0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 1.5 1.7 

01 /)( σσmf 0.6688 0.9269 1.1429 1.3168 1.4485 1.5382 1.5857 1.5911 

08 /στ c  0.441 0.6113 0.7537 0.8684 0.9553 1.0144 1.0458 1.0493 

02 /)( σσmf 0.6538 1.1009 1.4982 1.8456 2.1432 2.3909 2.5887 2.7367 

08 / στ t  0.2117 0.3565 0.4851 0.5976 0.694 0.7742 0.8382 0.8862 

crσθ  -30o -24.51o -20.59o -17.74o -15.35o -13.1o -10.81o -8.31o 

08 /στ m  0.441 0.6141 0.764 0.8887 0.9874 1.0602 1.1073 1.1293 

tc 88 / ττ  2.0831 1.7147 1.5538 1.4532 1.3766 1.3103 1.2477 1.1841 

tm 88 /ττ  2.0831 1.7226 1.575 1.4871 1.4228 1.3694 1.321 1.2743 

4  结语 

    (1) 本文提出了由岩石常规的三轴压缩

( 1σ > 32 σσ = )试验和三轴伸长( 21 σσ = > 3σ )试验确

定岩石强度准则的方法，通过两个实例，证明了本

文提出的方法是合理的。同时，本文提出的确定岩

石强度准则的方法另一优点是避开了岩石内聚力 c
和内摩擦角ϕ 测定困难这一矛盾。 

    (2) 本文已证明出，双剪强度准则具有

)()(8 mfg σθτ σ ⋅= 的函数型式。这说明双剪强度准

则与 Zienkiewicz 等提出的广义岩土三剪岩石强度

准则型式相一致，同时推广的双剪强度准则表达式

(7)或(9)比 William-Warnke 混凝土五参数强度准则

的表达式更简洁。 
    (3) 对式(9)，本文从 =σθ 常数和 mσ =常数两个

方面论证了推广的双剪强度准则在主应力空间中

是外凸的，但在 crσσ θθ = 处存在“角棱”。 

    (4) 中间主应力 2σ 对岩石抗剪强度的影响有

两方面的解释。一方面，随着 2σ 的增大，导致 σθ 的

变化，从而引起了函数值 )( σθg 的变化；另一方面，

2σ 的增大也引起了 mσ 的变化，最终导致了函数值

)( mf σ 的变化。所以中间主应力 2σ 对岩石抗剪强

度的影响是函数 )( σθg 与 )( mf σ 两者乘积的综合结

果。 
    (5) 表 3 和表 4 的计算结果表明， tc 88 /ττ 随平

均主应力水平 mσ 的变化而变化。在较低的 mσ 应力

水平下， tc 88 /ττ 比值较大；但在较高的 mσ 应力水

平下，如 07.1 σσ ≥m ， tc 88 /ττ 的比值逐步接近于

1.0。这一方面说明了岩石类这一拉压强度不等的材

料，随 mσ 应力水平的增大，有逐步向均质化方向

发展的趋势；另一方面也说明了 Drucker-Prager 屈
服强度准则对较低 mσ 应力水平的岩石类材料是不

适用的。 

    (6) 表 3 和表 4 的计算结果表明，π 平面上与

m8τ 对应的 crσθ 并不是一成不变的，它随 mσ 应力水

平的提高而逐步增加直至接近于 0°。这也与岩石

类材料随 mσ 增大表现为均质化的趋势相统一，是

符合实际结果的。 
    (7) 表 3 和表 4 的计算结果表明，随着 mσ 应力

水平的增大，在 crσσ θθ ≤≤°−30 三轴压缩一侧的函

数 )(1 mf σ 值 增 大 幅 度 相 对 较 小 ； 但 在

°−≤≤ 30σσ θθ cr 三轴伸长一侧的函数 )(2 mf σ 值增

大的幅度相对较大，从而使岩石类材料 c8τ 与 t8τ 之

间的差值得到了较快地缩小，同时也相应地导致了
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crσθ 值的逐步增大。这说明本文提出的双剪强度准

则推广型式式(7)或式(9)通过对 σθ 分区间设置不同

的 )( σθg 和 )( mf σ 函数型式，能够模拟 tc 88 /ττ 随

mσ 的变化而变化的趋势，从而克服了式(10)中

tc 88 /ττ 不随 mσ 变化而变化这一弊端。 
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