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摘  要：利用积分变换和传递矩阵的方法推导了动荷载作用下路基路面层状弹性体超孔隙水压力轴对称问题的

解析解。该方法概念清晰，公式简洁，易于应用。利用 Laplace逆变换的数值方法，对层状弹性体的超孔隙水压

力进行了分析与研究。 
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Abstract:  In the paper, an axisymmetric solution is derived for the super-pressure multi-layered elastic body in 

small opening water on sub-grade and pavement under dynamic load. The concept of the method is clear, and the 

corresponding formulae are simple and convenient for application. A numerical solution to inverse Laplace 

transform is successfully introduced in this paper to analyze the super-pressure of the multi-layered elastic body in 

small opening water. 
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1  前言 

    水对于沥青路面的危害极大，当水沿着沥青路

面的裂缝和孔隙渗入到路面结构内部时，在行车荷

载作用下，由于水来不及排出而产生超压状态。将

使路面结构产生剥落、松散，最终导致结构破坏。

研究在动荷载作用下沥青路面结构渗水后产生的

超孔隙水压力，不仅有一定的理论价值，而且也有

一定的实际意义。有关动荷载作用下路基路面层状
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弹性体系超孔隙水压力轴对称问题方面的文章，目

前国内外还很少有报告。本文采用弹性理论模型[1]，

从弹性动力学及现代控制论等理论出发[2]，采用传

递矩阵法[3]，引入 F.Durbin 的 Laplace 逆变换数值

方法[4]，对动荷载作用下层状弹性体超孔隙水压力

轴对称问题进行了推导，为今后的具体分析工作打

下了良好的基础。该方法概念清晰，公式简洁，易

于应用。 

    本文中从用有效应力及超孔隙水压力表示的

空间轴对称动力平衡方程、用有效应力表示的物理

方程及超孔隙水压力表示的渗流连续微分方程等

关于时间 t的 LAPLACE变换式出发，构造基本量

(径向位移 u、竖向位移 w、超孔隙水压力u ′、剪应
力τ 、竖向正压力 zσ 及水流竖向流速ν )关于 z及坐

标 r偏微分之间的矩阵关系式，再对该关系式两边

进行关于坐标 r 的 HANKEL 变换，得到矩阵常微

分方程，解此矩阵方程即得到传递矩阵，再利用

LAPLACE及 HANKEL逆变换，通过计算机编程，

从而求解超孔隙水压力轴对称问题。 

2  基于弹性理论传递矩阵的推导 

    文中推导过程中的符号约定：有效应力以拉为

正，压为负，孔隙水压力以压为正，位移以拉为正。 

2.1 动力方程 

    经关于时间 t 的 Laplace 变换的用有效应力及

超孔隙水压力表示的空间轴对称问题动力平衡方

程[5]为 (在不计体力)： 
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经关于时间 t作 Laplace变换的物理方程为： 
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将(3)、(4)式代入(1)式整理得： 

us
r
u

r

uE

zrz
wE

r
u

r
E

r

uE

rz

~
~~

)21)(1(

)1(

~~

)21)(1(

~1

)21)(1(

)1(~

)21)(1(

)1(

2
2

2

2

2

ρ
µµ

µ

τ
µµ

µ

µµ
µ

µµ
µ

=
∂

′∂
−

−+
−

−

∂
∂

+
∂∂

∂
−+

+

∂
∂

−+
−

+
∂

∂
−+

−

     (7) 

再将(5)式对坐标 r求偏导，整理得： 
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联立(7)、(8)式，消去
rz

w
∂∂

∂ ~2

项得： 
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2.2 关于时间 t的 Laplace变换的渗流连续微分方 

程[6]为： 
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并记 krk w ′=/ ，令： 
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由式(12)、(5)得： 
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    由式(2)、(5)、(6)、(9)、(11)、(13)整理并对其

两边作关于坐标 r的 Hankel变换，得到式(14)的矩

阵常微分方程： 
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2.3 状态方程 

    令状态向量 
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则(14)式变成下列状态方程： 
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根据现代控制论式(16)的解为： 
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其中： )],(exp[ szA ξ 即为传递矩阵，用 T来表示，它

给出 0=z 处经Laplace及Hankel变换的基本状态边

界向量和任意深度 z处状态向量之间的关系。 

    根据 Cayley-Hamilton定理，且由于 I为 6阶单

位矩阵，因此传递矩阵可表示为： 
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2.4 状态方程的求解： 
    式(16)中 ),( sA ξ 的特征方程为： 

0),( =′− IsA λξ                  (19) 

式中：I为 6阶单位矩阵。 

展开(19)式得： 
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    由文献 [3]的方法即可求得 (20)式的特征值
),( sA ξ 和传递矩阵 ),( sT ξ 。 

3  利用传递矩阵求解轴对称条件下层
状弹性体系超孔隙水压力问题 

    通过上面的推导，我们建立了以下状态方程： 
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sXsTszX ξξξ =           (21) 

    对于图 1所示的多层弹性体系其边界条件为： 

    圆形均布动荷载表达式为： 
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分别施加零阶Hankel积分变换和 Laplace积分变换
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    在路表面处：即 z=0 处，当路面透水时，
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su ξ′ 是已知的。 



 轴对称条件下层状弹性体超孔隙水压力的求解 207 

                  R    R 

                           p(t) 

 
         h1           0   E1  ρ1  μ1  r 

         h2               E2  ρ2  μ2 

         

         M                     M  

         hi               Ei  ρi  μi 

 

         M                     M  

         hn-1              En-1 ρn-1 μn-1 

 

                       z  En ρn μn 

 

图 1  轴对称条件下层状弹性体系 

Fig.1  The multi-layered elastic body in axisymmetric case 

    经 Laplace及 Hankel变换后的层间完全接触及

连续条件为： 
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其中：i表示第 i层。 

    在 土 基 底 面 处 ： 即 z → ∞ 处 ，
0),,(

~
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== szwszu ξξ 。 

    当土基透水时， 0),0,(
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=′ su ξ ：当土基不透水时，

0),0,(
~

=sξν  

    由图 1所示的多层体系，按接触条件逐层传递

就可得到整个多层体系的传递关系为： 
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    式(22)中路表面及各结构层边界向量中的六个

分量由边界条件给出。由于引入了传递矩阵，层间

的接触条件可以自动满足，中间状态向量不出现，

所以求解 N 层体系问题只需求解三元一次方程组

问题，如式(23)及(24)式，问题得到大大简化。这

样，我们利用边界条件即可求出表面的状态向量，

再利用(22)式可求出任一深度处的状态向量，对状

态向量 HANKEL和 LAPLACE 反变换就可得出问

题的解析解。 

    解上述三元一次方程组可求出 ),0,(
~

su ξ′ 等未知

参数，再将其施加零阶 HANKEL 积分反变换和

LAPLACE 积分反变换，即可求出超孔隙水压力
),0,( tru′ 等参数，即(25)式。 

4  关于 LAPLACE逆变换的处理 

    对于简单的变换问题，可直接利用 LAPLACE

变换表得到逆变换的数学表达式，而对于本文所研

究的问题， )(SF 的表达式极其复杂，难以用解析式

表示，需要通过数值法进行逆变换，由于逆变换的

精确数值实现难度较大，因此也就出现了很多方法
[7]，所有这些方法中 F.Durbin 法精确度最高[4]，本

文采用该方法对动荷载作用下路基路面层状弹性

体超孔隙水压力进行了 LAPLACE 和 HANKEL 逆

变换，并编制了计算程序，但限于篇幅，将另文做

出详细讨论，给出具体的解答实例。 
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F.Durbin方法为：函数 ),,( ltzrX 在时刻 jt 可表示成如下的复级数： 
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式(26)中， ,1,,2,1,0, −=== Nj
N
T

jtjt j L∆ T为总的

计算时段，N为总的计算步数，对于 L×N=50~5000，

当 At=5~10时计算结果较好，式(26)中 

∑
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)( ksF 表 示 函 数 ),0,( jtrX 的 Laplace 变换，

T
ikas j

π2
+=  

5  结论 

    (1) 导了路基路面层状弹性体超孔隙水压力在

轴对称动荷载作用下，层间完全接触情况的解析

解，通过计算结果得知，由于水的影响，使得路基

路面结构内部产生了附加的超孔隙水压力，比没有

水影响的路基路面结构更容易产生破坏。符合路基

路面的实际受力特性和材料本身的特性。 

    (2) 传递矩阵法求解动态荷载作用下层状弹性

体半空间轴对称问题，无论层次多少，最后都归结

为求解三元一次线性方程组，使问题大大简化。 

    (3) 不同于其它文献介绍的方法，引入精度更

高的 F.Durbin方法实现 LAPLACE逆变换。 
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郑 重 声 明 
    自 2004年第 1期本刊封面做如下更新： 

    · 根据国家规范汉字的有关规定，刊名改为现在的简化字《工程力学》 
    · 刊徽改为现在的图案，寓意为：逆时针转 90o可视为《工程力学》的缩写
“工力”；顺时针转 90o可视为英文字母 E，转 180o可视为英文字母 M，EM 是
Engineering Mechanics的缩写；正面一眼看去一个“工”字横卧在山颠亦可想象
为工程实践相对于力学理论总是第一位的。寓意不过是隐含的表达意向而已，仁

者见仁，智者见智，取其简洁明快罢了。 


