
第 21 卷第 2 期 工    程    力    学 Vol.21 No. 2  

2004 年  4  月 ENGINEERING  MECHANICS April  2004 

——————————————— 
  收稿日期：2002-10-02；修改日期：2003-01-07 

  作者简介：武兰河(1965)，男，河北石家庄人，副教授，硕士，从事结构力学计算研究(E-mail: lxx_of@sohu.com)； 

            王立彬(1970)，男，河北石家庄人，讲师，硕士，从事结构力学计算研究； 

            刘淑红(1968)，女，辽宁北票人，讲师，博士，从事压电体裂纹问题研究 

文章编号：1000-4750(2004)02-0152-06 

 

四边简支功能梯度矩形板的热屈曲分析 
 
 

武兰河，王立彬，刘淑红 
(石家庄铁道学院力学与工程科学系，石家庄 050043) 

 

摘  要：基于经典板理论，假设材料性质为板厚度方向坐标的幂函数，推导了功能梯度材料矩形板在热荷载作用

下的平衡方程和稳定方程。给出了四边简支的功能梯度板在均匀受热时临界屈曲温度变化的封闭解，讨论了板的

几何外形尺寸、相对厚度、梯度指数以及中面变形等因素对临界屈曲温度变化的影响。 
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ON THERMAL BUCKLING OF A SIMPLY SUPPORTED RECTANGULAR 

FGM PLATE  
 

WU Lan-he , WANG Li-bin , LIU Shu-hong 

(Department of Mechanics and Engineering Science, Shijiazhuang Railway Institute, Shijiazhuang 050043, China) 

 

Abstract:  Based on the classical plate theory, the equilibrium and stability equations of a rectangular plate made 
of functionally graded material subjected to thermal loading condition are derived. The material properties are 
assumed to vary as a power form of thickness coordinate variable. Closed form solutions for a simply supported 
rectangular plate made of functionally graded material under uniform heat change are presented. The influences 
of the plate aspect ratio, relative thickness of plate functionally gradient index, and displacements of neural plate 
plane on the buckling temperature difference are discussed. 
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1  引言 

    功能梯度材料是日本科学家于 1984 年首先提

出的 [1]，它是在航空航天工程和核工业工程中用来

承受超高温和高梯度温度变化的一种高性能复合

材料，通常是由陶瓷和金属混合而成的，陶瓷由于

其低传热系数而用于抵抗高温，金属则由于其良好

的延展性而防止了短时间内温度的剧变产生的应

力导致的断裂破坏。从微观角度来看，功能梯度材

料属非均质材料，其材料性质从板的一侧到另一侧

连续光滑地变化，这是通过改变不同材料组分的体

积百分比而实现的。与纤维增强复合材料相比，功

能梯度材料不存在两种材料粘结在一起时的界面

力学性质不匹配问题，应力在各点处均是连续而光

滑的，因而其力学性能更加优越。 
    最近十年来，功能梯度材料由于其卓越的性能

引起了人们广泛的关注，许多科学家在这一领域进



 四边简支功能梯度矩形板的热屈曲分析 153 

行了深入细致的研究并发表了大量的文献。

Tanigawa 等人通过引入层合复合材料模型推导了

非均质板一维温度解的瞬态响应且优化了材料组

分[2]。Takezono 等人给出了轴对称功能梯度圆柱壳

受到由于流体引起的温度变化时而产生的热应力

和变形的解析解及数值解[3]。Aboudi 等提出了功能

梯度材料板的一种新的高阶理论[4]，它显式地表达

了微观结构和宏观结构的耦合影响。Praveen 和

Reddy 给出了一种有限元模型并利用该模型研究了

功能梯度板的动力响应问题[5]，文中的单元考虑了

剪切变形和转动惯性的影响。Reddy 等利用经典的

Kirchhoff 板的结果导出了功能梯度圆板和环板的

位移和力参量的一阶剪切变形理论解[6]。Sumi以耦

合的热弹性方程和修正的 Fourier 定律为基础，研究

了功能梯度板在热冲击荷载作用下的波的传播和

反射问题[7]。Reddy 和 Chin 等基于一阶剪切变形理

论，研究了功能梯度圆柱壳和板的热弹性响应问题
[8]。Zimmerman 和 Lutz 对均匀受热的功能梯度圆柱

壳给出了热应力和热膨胀问题的精确解[9]。Chunyu
等求解了同轴的两相材料组成的圆柱壳在扭转冲

击作用下的层间裂纹问题[10]。最近，Tanigawa等又

求解了非均匀材料板的三维热弹性问题[11]。 
    从以上浏览情况来看，绝大多数文献都是关于

功能梯度材料的热应力分析、断裂力学行为以及材

料优化问题的，而对于其稳定、振动特性等问题的

研究却非常有限。Birman 研究了功能梯度复合材料

矩形板单向受压时的屈曲问题[12]；Ng 和 Lam 等讨

论了受周期荷载作用的功能梯度圆柱壳的动力稳

定性问题[13]。本文以经典的平板理论为基础，假设

材料的热弹性常数均为板厚方向坐标的幂函数，推

导了功能梯度矩形板在温度变化时的平衡方程和

屈曲方程，并给出了四边简支矩形板的屈曲临界温

度的封闭解。对于功能梯度平板，由于其几何中面

并非力学对称面，故其中面的面内位移有一定影

响，本文考虑了中面位移并讨论了其对屈曲的影

响。 

2  平衡方程和稳定方程 

    考虑一尺寸为 hba ×× 的矩形板如图 1 所示，板

的下侧为金属，上侧为陶瓷，中间为两种材料组成

的混合物。 

 
图 1  板的几何图示和直角坐标系 

Fig.1  Configuration and coordinate system of a plate 
 
    设金属的弹性模量和热膨胀系数分别为 mE 和

mα ，陶瓷的弹性模量和热膨胀系数分别为 cE 和

cα ，并设金属和陶瓷的泊桑系数相同，则板内任意

一点的弹性模量、热膨胀系数和泊桑比为 
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其中， cV 为陶瓷材料组分的体积比例系数，设其为

板厚方向坐标 z 的幂函数 
k

c hzV )2/1/( +=                  (2) 

其中 k 为梯度指数。将 (2)式代入(1)式，整理后得到

用两种材料的材料常数及坐标 z 表示的板内任一点

处的材料常数 
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    根据经典板的非线性理论，板内任意一点的应

变为 
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式中， wvu ,, 为板中面上各点沿 zyx ,, 方向的位移。

根据 Hooke 定律，板内任一点的应力为 
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板单位长度的内力和内力矩可以用板的应力沿厚

度方向积分而得到 
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将(3)式、(5)式及(6)式代入(7)式有 
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    根据经典薄板的大挠度理论，其平衡方程为 
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将(8)式代入(10)式，得到用位移表示的平衡方程。

将平衡方程中的第一式对 x 求一阶导数，第二式对

y 求一次导数，两式相加后代入第三式，可消去变

量 vu, ，得到仅用变量 w 表示的板的平衡方程 
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    现利用临界平衡法推导板的屈曲方程，在(11)
式中分别给 w 和 T 一个微小增量 www δ+→ 0 ，

TTT δ+= 0 ，其中 0w 和 0T 为临界状态的挠度和温

度，它们既满足屈曲前的平衡方程，又满足屈曲后

的平衡方程。将 w 和T 代入(11)式减去原来的平衡

方程，略去高阶项后得到屈曲方程，记 wδ 和 Φδ 为

1w 和 1Φ ，则有 
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其中 0xN 、 0yN 和 0xyN 为屈曲前的内力。 

3  温度均匀变化时板的屈曲 

    设板的各处初始温度相同，且各处温度变化

T∆ 也相同，边界条件为面内方向固定，弯曲方向

简支，现在来确定板屈曲时的临界温度升高 crT∆ 。

首先求解屈曲前的薄膜温度内力，由于温度变化在

面内为均匀的，故 00 =xyN ，由(10)式知 0xN 和 0yN

应为常数，再结合(8)式有 
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同样由温度在面内均匀变化可知 
01

2
1

2 =∇=∇ ΘΦ              (14) 

将(13)式和(14)式代入(12)式得 
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    当板的边界为简支时，其约束方程为 
ax ,0= 边： 011 == xMw ；              

by ,0= 边： 011 == yMw             (16) 

    设满足边界条件(16)式的解为 
)/sin()/sin(1 bynaxmcw ππ=         (17) 

式中 nm, 为板屈曲时沿 yx, 方向的半波数， c 为任

意的常数。将热参数Φ 的表达式(9)和(17)式代入(15)
式得 

MPT /=∆               (18) 
其中 

])/([)( 22222
231 banmEEEP +−= π          (19) 
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    显然，欲使 T∆ 取极小，必须 1== nm ，于是得

屈曲临界温度 
MPTcr /=∆               (21) 

其中 
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当 0=k 时，(21)式退化为 
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这与 Tauchert[14]和 Thornton[15]给出的均质各向同

性板的临界屈曲温度相同。 
    若不计中面位移，则屈曲方程(15)式变为 
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相应地，屈曲临界温度为 
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式中 
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    对各向同性材料( 0=k )，屈曲临界温度表达式

与(24)式相同。 

4  数值结果与讨论 

    根据前面提出的方法，本文对一四边简支的陶

瓷——金属功能梯度矩形薄板进行了计算，陶瓷材

料的弹性模量和热膨胀系数分别为 GPa380=cE ，

C)/1(104.7 6 o−×=cα ，金属材料的弹性模量和热膨

胀系数分别为 GPa70=mE ， C)/1(1023 6 o−×=mα ，

两种材料的 Poisson 比均为 3.0=ν 。对不同的梯度

指数本文计算了临界屈曲温度随板的长宽比 ba / 变

化的情况(板的相对厚度 ah / 为 0.01)，见图2 所示，

由图 2 可以看出无论梯度因子为多少，其临界屈曲

温度都随着长宽比的增加而单调增加， 0=k 时临界

温度最大，且其增长幅度也最大，此时为均质各向

同性的陶瓷材料板。随着梯度指数的增大，其临界

温度会越来越小，当 1≥k 以后 crT∆ 的变化很小。图

3 为 crT∆ 随板的相对厚度 ah / 变化而变化的情况

(取 1/ =ba )，可以看出，随 ah / 的增加 crT∆ 同样呈

单调增的趋势，且与梯度因子 k 的关系也与前图类

似。图 4 为 crT∆ 随梯度因子 k 变化而变化的情况，

与前面得到的结论相同， crT∆ 随 k 的增加而衰减，

当 1≥k 以后 crT∆ 变化非常小，但是当 3≥k 之后 crT∆

却略有增长，由图还可以看出， crT∆ 随板的几何相

对尺寸 ba / 的增加而增加。 

 
图 2  临界温度随长宽比变化的情况 

Fig.2  Critical temperature difference crT∆  vs. plate aspect 

ratio ba /  

 
图 3  临界温度随厚长比变化情况 

Fig.3  Critical temperature difference crT∆  vs. plate relative 

thickness ah /  

 
图 4  临界温度随梯度指数变化的情况(h/a=0.01) 

Fig.4  Critical temperature difference crT∆  vs. material 

gradient index k  

    下面讨论中面变形对屈曲温度变化的影响，设

板的长宽比为 1/ =ba ，表 1 给出了具有不同相对厚

度和不同梯度指数的该板的临界屈曲温度变化。由

表１看到，除均质各向同性板( 0=k )以外，考虑中

面变形影响之后的临界屈曲温度改变 crT∆ 均小于

不计中面变形时的临界温度 *
crT∆ ，且随梯度指数的

增大，这种减小会越来越显著，如 ,25.0=k  

01.0/ =ah 时二者的相对误差为 2.3%，而当 ,1=k  

1.0/ =ah 时这种相对误差会达到 15%，也就是说中

面变形的影响会随梯度指数的增大而增大。由表 1
还可看出，厚板中面变形对临界屈曲温度改变的绝
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对值的影响要大于薄板中面变形对屈曲温度绝对

值的影响，但 crT∆ 与 *
crT∆ 的相对误差却保持为常

数，如当 1=k ， 01.0/ =ah 时， crT∆ 与 *
crT∆ 的绝对

差值为 1.492757 Co ，相对误差为 15%，而当相对

厚度 1.0/ =ah 时两者的绝对差值为 149.2757 Co ，相

对误差仍为 15%。 

表 1  中面变形对屈曲临界温度变化 crT∆ 的影响( 1/ =ba ) 

Table 1  Influence of neural plane displacements on the critical temperature difference 

0=k  25.0=k  5.0=k  75.0=k  1=k  
ah /  

crT∆  *
crT∆  crT∆  *

crT∆  crT∆  *
crT∆  crT∆  *

crT∆  crT∆  *
crT∆  

0.01 17.09910 17.09910 11.72801 12.00981 9.687899 10.41647 8.596539 9.743398 7.943771 9.436528 

0.02 68.39642 68.39642 46.91204 48.03926 38.75159 41.66589 34.38616 38.97359 31.77509 37.74611 

0.03 153.8919 153.8919 105.5521 108.0883 87.19108 93.74826 77.36886 87.69058 71.49394 84.92876 

0.04 273.5857 273.5857 187.6482 192.1570 155.0064 166.6636 137.5446 155.8944 127.1003 150.9845 

0.05 427.4776 427.4776 293.2002 300.2453 242.1974 260.4118 214.9135 243.5849 198.5943 235.9132 

0.06 615.5677 615.5677 422.2084 432.3533 348.7643 374.9930 309.4754 350.7623 285.9758 339.7150 

0.07 837.8561 837.8561 574.6725 588.4809 474.7070 510.4073 421.2305 477.4265 389.2448 462.3899 

0.08 1094.343 1094.343 750.5927 768.6281 620.0255 666.6542 550.1785 623.5775 508.4014 603.9378 

0.09 1385.027 1385.027 949.9688 972.7950 784.7197 843.7343 696.3196 789.2151 643.4454 764.3589 

0.10 1709.910 1709.910 1172.801 1200.981 968.7898 1041.647 859.6539 974.3397 794.3771 943.6528 

注： crT∆ 为考虑中面变形的临界温度变化： *
crT∆ 为不考虑中面变形时的临界温度变化 

5  结论 

    本文首先推导了功能梯度矩形薄板在温度变

化荷载作用下的屈曲方程，然后对四边简支的板给

出了其屈曲临界温度变化的解析解，并对由陶

瓷——金属组成的功能梯度板进行了数值计算，研

究了板的几何尺寸、相对厚度、梯度指数和中面变

形等因素对临界温度的影响，结果表明： 
    (1) 一般说来，功能梯度板的临界屈曲温度变

化 crT∆ 要小于相应的均质各向同性板的临界屈曲

温度变化。作为一种隔热材料，功能梯度材料具有

许多优点，但是在具体应用时一定要注意校核其热

屈曲强度。 
    (2) 功能梯度材料板的临界屈曲温度变化 crT∆

随板的相对几何外形尺寸 ba / 的增加而增加，随板

的相对厚度 ah / 的增加亦增加，但随梯度指数 k 值

的增加而减小。 
    (3) 中面变形对功能梯度材料板的屈曲临界温

度变化有一定影响，尤其是对相对厚度较大和梯度

指标较高的板，忽略中面变形的影响将导致屈曲临

界温度变化值 crT∆ 非常大的绝对误差，但由于 crT∆

与板的相对厚度 ah / 成比例，故中面变形对屈曲临

界温度变化值 crT∆ 的相对误差没有任何影响。 
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