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裂纹面受两对集中剪力作用下的弹塑性分析 

*周小平，张永兴 
(重庆大学土木工程学院，重庆 400045) 

摘  要：利用裂纹线场方法对理想弹塑性材料无限大板受两对集中剪力问题进行了弹塑性分析，并且获得了理论

解。这个解包括：裂纹线附近弹塑性边界上的单位法向矢量、裂纹线附近的弹塑性解析解、裂纹线上的塑性区长

度随荷载的变化规律及其承载力。分析不受小范围屈服假设的限制，并且不附加假使条件。结果在裂纹线附近足

够精确。 
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ELASTOPLASTIC ANALYSIS OF AN INFINITE PLATE WITH A CRACK 
LOADED BY TWO PAIRS OF CONCENTRATED SHEAR FORCES 

*ZHOU Xiao-ping , ZHANG Yong-xing 
(School of Civil Engineering , Chongqing University , Chongqing 400045, China) 

Abstract:  The near crack line analysis method is used to investigate a crack loaded by two pairs of point shear 
forces in an elastic-perfectly plastic infinite plate. The analytical solutions are obtained. The solutions include: the 
unit normal vector of the elastic-plastic boundary near the crack line, the elastic-plastic stress fields near the crack 
line, the variation law of the length of the plastic zone along the crack line with external loads, and the bearing 
capacity. The results are sufficiently precise near the crack line since the assumption of the small scale yielding 
theory is not used and no other assumptions are made. 
Key words:  near crack line analysis method; two pairs of concentrated shear forces; elastoplastic analytical 

solution; length of the plastic zone; bearing capacity 
 
预测和估计无限大板中裂纹面受两集中剪力

作用下的断裂行为是许多研究者感兴趣的问题。由

于该问题的复杂性，这个问题需要进一步解决。为

了研究无限大板中裂纹面受两集中剪力作用下的

断裂行为，研究者们提出和发展了许多方法。在这

些方法中，裂纹线场方法被证明是有效的。裂纹线

场方法首先由 Achenbach 和 Li[1]提出。Achenbach
和Dunayevsky[2]以及Guo和 Li[3]利用裂纹线场方法

对理想弹塑性Ⅲ型准静态扩展裂纹线附近的应力

和变形场进行了进一步研究。但是他们的研究是在

小范围屈服理论的假设基础上得到的。小范围屈服

理论的假使：裂纹前缘塑性区很小，塑性区外的弹

性场为裂纹的线弹性奇异 K 场，且塑性区的存在使
裂纹的弹性场沿裂纹线向前移动了一微小距离。因

此他们的结果对于塑性区不断增大的情况不适用。

基于 Achenbach 和 Dunayevsky[2]以及 Guo 和 Li[3]

工作，Yi[4,5]对线场分析方法进行了改进，使之不受

小范围屈服理论的限制。为此，吴承平和王成[6]对
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裂纹面任意点受反平面集中力时进行了裂纹线场

的弹塑性分析。Zhou 和 Wang[7]对裂纹面受一对集

中剪力作用时进行了裂纹线场的弹塑性分析。Wang
和 Zhou[8]利用改进的裂纹线场理论研究了在无限

大板中裂纹面受两集中拉力作用下的断裂行为。

Zhou 和 Wang[9]利用改进的裂纹线场理论研究了岩

体发生劈裂破坏的机理。周小平等[10]研究了在一对

集中拉力作用下一偏心裂纹的弹塑性问题。实际工

程中往往存在裂纹面受两集中剪力作用的问题。为

此，分析裂纹面受两集中剪力作用下的弹塑性问题

具有重要的理论和现实意义。 

1  理论分析 

1.1  基本方程 
对图 1所示的平面问题，不为零的应力分量为

xyyx τσσ ,, 。平衡微分方程为： 
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假设材料满足Mises准则： 
2222 33 kxyyxyx =+−+ τσσσσ         (3) 

式中： k为剪切屈服极限。 
1.2  裂纹线附近的塑性应力场的通解 
在裂纹线附近的塑性区的应力场按 y 的幂级

数展开，并略去 3y 以上的项数： 
)()( 3

1 yoyxfx +=σ                  (4) 
)()( 3

1 yoyxmy +=σ                   (5) 

)()()( 42
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将式(4)~式(6)代入式(1)、式(2)和式(3)，比较等
式两端 y的同次幂的系数的一组方程，解这组方程
得 )(),(),(),( 2011 xsxsxmxf ，然后代入式(4)、式(5)和

式(6)得裂纹线附近的塑性应力场： 
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式中：B为积分常数，由弹塑性边界上的匹配条件
确定。式(7)、式(8)和式(9)是裂纹线塑性区应力场
上的通解。 
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图 1  无限板中心裂纹受两对集中剪力作用 

Fig.1  A centric crack loaded by two pairs of point shear 

forces in an infinite body 
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图 2  裂纹线附近的弹塑性边界 

Fig.2  The elastic-plastic boundary 

1.3  裂纹线附近的弹性应力场 
对图 1 所示的裂纹问题，采用 Westergaard 应

力函数： 
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则应力分量为： 
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式中： 
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根据 Westergaard 应力函数，其应力强度因子
为： 
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式中： az −=ξ  

将应力分量按小θ展开，并略去 3θ 以上的项可
得： 
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式(15)、式(16)和式(17)为精确解，且满足裂纹
线附近的所有边界条件。 

如图 2所示，弹塑性边界定义为 )(θprr = ，根

据 )(θpr 关于θ的对称性，按小θ展开得(略去 3θ 以

上的项)： 
2

20)( θθ rrrp +=              (18) 

式中： 0r 为零次方项裂纹线上的塑性区的长度， 2r

为二次方项塑性区的长度。 
根据式(18)，可得弹塑性边界上的单位法向量

),( yx nn=n 为： 
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式中： 021 21 rrB −=  

在弹塑性边界上，根据式(19)有： 
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将式(20)代入式(7)~式(9)得弹塑性边界上的塑
性区应力场的表达式： 
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将式(18)代入式(15)~式(17)得弹塑性边界上的
弹性区应力场的表达式： 
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在弹塑性边界上应力的法向分量和切向分量

分别为： 
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将式(21)~式(23)和式(19)代入式(27)可得弹塑
性边界上靠近塑性区一侧的塑性区应力分量

p
ns

p
nn σσ , ；将式(24)~式(26)和式(19)代入式(27)可得

弹塑性边界上靠近弹性区一侧的弹性区应力分量
e
ns

e
nn σσ , 。根据匹配条件，即在弹性区和塑性区边界

上的应力必须满足连续( e
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p
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e
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p
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比较等式两端的同次幂的系数可得下列方程： 
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根据式(28)可以获得裂纹线附近的塑性区长
度，然后将式(28)代入式(29)和式(30)可以获得 B和

1B 。 
通过引用无量纲参数 ar /0=ξ ， =λ ab / , =η  

)2/(2 akp ，式(28)可以写成下列形式： 
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图 3  当λ = 0.1时η 随 ξ的变化 

Fig.3  Dependence of η on ξ  when λ = 0.1 
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图 4  当λ = 0.3时η 随ξ的变化 

Fig.4  Dependence of η on ξ  when λ = 0.3 
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图 5 当λ = 0.5时η 随ξ 的变化 

Fig.5  Dependence of η on ξ when λ = 0.5 

根据式(31)可以确定在无限大板中裂纹面受两
集中剪力作用下的承载力，图 3~图 6表示本文数值
结果和 Achenbach和 Dunayevsky[2]结果比较，其中

黑点为 Achenbach 和 Dunayevsky 结果[2]。从图 3~
图 6 可以知道本文结果和 Achenbach 和 Dunayev- 
sky[2]结果较吻合，因而说明本文结果的正确性。 
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图 6  当λ = 0.8时η 随ξ 的变化 

Fig.6  Dependence of η on ξ when λ = 0.8 

2  结果的讨论 

(1) 根据式(28)或式(31)可以确定裂纹线附近
塑性区的长度，即 0r 或ξ。 

(2) 式(29)和式(30)可以确定塑性区应力场的
积分常数 B。由于积分常数 B的存在，裂纹尖端一
般不会出现应力奇异现象。但是当 0≤B 时，裂纹

尖端有可能出现应力奇异现象。这种奇异性和传统

意义或小范围屈服意义下的奇异性有本质的区别，

它不一定出现在裂纹尖端处，这必然是裂纹开始起

裂扩展或失稳扩展。此外， 0<B ，在裂纹尖端附

近应变出现负值，是实际不可能的情况。因此，本

文要求 0≥B ，并且 0=B 是其极值情况。 
(3) 根据式(29)和式(30)可以确定裂纹线附近

弹塑性边界上的单位法向矢量，进而可以预测整个

塑性区的变化。 

3  结论 

(1) 本文利用裂纹线场方法对理想弹塑性材料
无限大板受两集中剪力问题进行了弹塑性分析。求

得了裂纹线附近的弹塑性解析解、裂纹线上的塑性

区长度随荷载的变化规律。 
(2) 本文的分析完全放弃了小范围屈服理论的

所有近似假设，并且不再附加任何其他假设，因此
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本文求解的裂纹面受两集中剪力作用下的裂纹线

附近的塑性区的应力场和弹性区的应力场在裂纹

线附近足够精确。 
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