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正交叠层板横向开裂问题的研究 
 
 

*曾庆敦，张  宁 
(华南理工大学交通学院，广东 广州 510640) 

 

摘  要：采用有限子层剪滞模型，并结合线弹性断裂力学，首先研究了正交叠层板在受到沿 0º层方向的拉伸荷载

作用下，90º层中产生横向初始开裂问题。然后采用坐标变换并结合线性叠加原理，研究了 90º层发生横向基体多

级开裂问题。求得了与实验结果较吻合的初始破坏应变和裂纹密度，证实了分析方法的正确性和可靠性。 

关键词：正交叠层板；横向开裂；剪滞分析；能量法；破坏应变 

中图分类号：O346.1    文献标识码：A 

 
STUDY OF TRANSVERSE CRACKING IN CROSS-PLY LAMINATES 

 
*ZENG Qing-dun , ZHANG Ning 

(College of Traffic and Communications, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China) 

 
Abstract:  The transverse initial-failure in cross-ply laminates loaded in 0 degree fiber direction is first studied 
using the shear-lag model of finite sub-layers and incorporating the linear elastic fracture mechanics. The multiple 
cracking in 90 degree layers is studied using the coordinate conversion and linear superposition principle. Both 
the initial failure strains and crack densities predicted by the present method agree with the experimental results, 
verifying the correctness and reliability of the present analytical method. 
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纤维增强复合材料的叠层结构是目前结构复

合材料的主要形式，已得到日益广泛的应用。复合

材料叠层结构在拉伸荷载作用下的损伤扩展是非

常复杂的过程。正交叠层板的破坏通常始于 90º层
中的基体横向开裂，即初始破坏。随着外荷载的增

大，其他一些微裂纹也相继扩展成横向裂纹而形成

多级开裂状态。外荷载的不断增大，使得裂纹间距

不断减小，直至达到某一最小值，此时，在 90º层
中便形成等间距的饱和裂纹群[1]。随后的进一步加

载将伴随其它损伤模式的出现。 
Garrett 等[1]采用确定性多级开裂理论分析了正

交叠层板的横向开裂现象；文献[2，3]则提出用统

计模型进行研究；考虑横向、径向开裂和脱层等因

素相互作用的计算模型也有不少的文献报导[4,5]。上

述所考虑的是横向裂纹贯穿整个 90º层厚度，并假

设应力分别沿 0º和 90º层厚度均匀分布，对横向裂

纹未贯穿整个 90º层厚度的情形则无法计及。采用

有限元法[6,7]或细观元法[8]虽可克服一些不足，但求

解过程复杂，计算量大，在实际应用中存在诸多不

便。对此，文献[9,10]提出一种有限子层剪滞模型研

究了上述问题，并假设 0º层截面上的正应力与 0º
和 90º层界面处的切应力成正比，但此假设也不大

符合实际。基于此，本文亦提出一种有限子层剪滞

模型，结合断裂力学，更简便、精确地分析正交叠
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层板的横向开裂问题。 

1  初始开裂分析 

1.1 有限子层剪滞模型 
考虑图 1 所示在 0º方向受均匀拉伸应力 0σ 作

用的 s]90/0[ kn 正交叠层试样( n2 和 k2 分别为 0º和

90°层的总层数，b 和 h2 分别为 0º和 90°层的厚度)，
假定 90°层中有一长度为 a2 并贯穿板宽的基体横向

裂纹。为求解此种情形下的应力重新分布，建立如

图 2 所示的有限子层剪滞分析模型。此模型将 90º
层划分为 12 +m 个有限子层，每层厚度均为

t ( )12/(2 += mht ) 。长为 a2 的裂纹可用 j− 到

j ( mjm <<− )共 12 +j 个子层在 0=x 处断裂来表

示[9]。假定每一子层在垂直于 x 方向的截面上有正

应力，上下表面有切应力。考虑对称性，各有限子

层位移可用 iu ( mi ,,2,1,0 L= )来表示，各 0º层位移

用 1+mu , 2+mu ,…, nmu + 来表示。 

 
图 1  具有横向裂纹的正交叠层复合材料试样 

Fig.1  Cross-ply laminate specimen with transverse crack 

取第 i 子层的微段，其受力图如图 3 所示。图

中 iσ 为第 i 子层沿 x 方向的拉应力， )(xτ 为层间上

下表面切应力。当计及固化残余热应力时，有 

nmmiTE
x
u

E

miTE
x
u

E

i
i

i
i

++=−=

=−=

,,1,∆
d
d

,,1,0,∆
d
d

LLL

TTT

L

L

ασ

ασ
  (1) 

式中， TE 和 LE 分别为单层的横向和纵向弹性模量，

Tα 和 Lα 分别为单层的横向和纵向热膨胀系数，

T∆ 为固化温度与工作温度之差。 
考虑对称性，分别列出图 2 中各有限子层和 0º

层各微段的无量纲热力耦合剪滞平衡方程为 

 
图 2  有限子层剪滞模型 

Fig.2  The shear-lag model of finite sub-layers 
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(2) 
式中，R ， 0B 和 0D 为常数，ξ 和 iU 分别为 x 和 iu 的

无量纲形式，其定义由下式给出 
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式中， mG 为基体切变模量， zGT 为有限子层的切变

模量，d 为单层板厚度，c 为单层的纤维间距，E 和

A 分别为纤维的杨氏模量和横截面面积。 

 
图 3  第 i 子层微段受力图 

Fig.3  Free-body diagram of the i th sub-layer 

    与式(2)相应的无量纲形式的边界条件为 
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在满足式(4)中 ∞=ξ 的边界条件下，式(2)中 iU

的通解为 
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式中， jA 为待定常数，由 0=ξ 的边界条件确定； jiB ,

为已知常数，由式(2)中直接推得； µ2
j 为矩阵T 的

特征值，而矩阵T 是由式(2)中的系数所组成的矩

O

τi (x)

τi-1 (x)
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阵。将式(5)代入式(3)中的第 2 式，再将其代入式(1)
并考虑式(3)中的第 1 式，即可得到各层的应力分布

),,2,1,0()( nmixi += Lσ 。 

1.2 能量法及初始破坏应变 
根据经典的断裂力学，裂纹扩展时释放的应变

能可以通过计算裂纹闭合复原时所需做的功来得

到。设裂纹长度为 a2 ， a∆ 为裂纹长度增量，Ⅰ型

裂纹的应变能释放率计算式如下 

∫→
=

a
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au
a

G
∆

00∆Ι d∆
∆2
1lim σ            (6) 

式中， xσ 是裂纹长度为 a2 时，裂纹尖端处垂直于

裂纹表面的正应力； u∆ 是裂纹长度为 2( aa ∆+ )时
裂纹表面的相对位移，90°层的横向裂纹属于Ⅰ型裂

纹。图 4 是采用有限子层剪滞模型模拟裂纹扩展的

示意图，这里，取裂纹长度增量 a∆ 为一个子层厚度。

根据图 4 和式(5)和(6)，有 
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式中， )0(1+jσ 是裂纹长度为 a2 时第 1+j 子层在

0=x 处的正应力， )0(1+ju 是裂纹长度为 )∆(2 aa +

时第 1+j 子层在 0=x 处的位移。 )0(1+jU 是相应的

无量纲位移。 

 
              (a)                   (b) 

图 4  应变能释放率计算模型 

Fig.4   The computing model of strain energy release rate 
当考虑固化温差效应时，应变能释放率可表达

成如下形式[6] 

dTaCaCG 2
TceΙ ]∆)()([ += ε        (8) 

式中， cε 为施加应力 0σ 引起的叠层板的远场轴向

应变，d 为单层板厚度； )(e aC 和 )(T aC 分别为单位

应变 )1( c =ε 与单位温差( 1∆ =T ℃)下，单层为一个

单位位移时的裂纹扩展能量释放率系数。令 0∆ =T
及 1c =ε ，由式(7)和式(8)，有 
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同理令 1∆ =T 及 0c =ε ，由式(7)和式(8),便可求

得 )(T aC 。 

在分析 90°层横向开裂时，单层板内有关原始

缺陷可用随机分布的微裂纹反映，并设裂纹尺寸为

2a 的分布函数可用两参数 Weibull 分布表示[6]，即 
])/(exp[1)( βλaaF −−=            (10) 

式中， λ 和 β 为 Weibull 分布参数。 
这些裂纹中“最严重”的尺寸 02a 定义为裂纹尺

寸不大于该值的概率是 0.97，即 
97.0}{)( 00 =≤= aaPaF           (11) 

对于 s2 ]90/0[ k 板，中间 90°层由 k2 个单层板

叠成，其微观裂纹尺寸应大于单层板的微裂纹尺

寸。设 90°层中“最严重”的裂纹尺寸是 m2a ，有 
β/2

0m )2( kaa =                 (12) 
设 0

cε 为正交叠层板中 90°层发生基体开裂时的

初始破坏应变，当 0
cc εε = 时，“最严重”的微裂纹开

始扩展成基体横向裂纹。根据能量判据，这时裂纹

尖端区域的应变能释放率应等于临界值 cΙG ，即 

cI,I m
0
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GG aa ===εε              (13) 

将式(8)代入上式，有 
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由此式即可确定正交叠层板中 90°层发生基体开裂

时的初始破坏应变 0
cε 。 

2  多级开裂分析 
考虑 s]90/0[ kn 叠层板，在施加应力 0σ 作用下，

90º层横向基体发生多级开裂，如图 5 所示。假定

裂纹长度均为 a2 并贯穿板宽，裂纹平均间距为 s，
建立如图 5 所示的坐标系。在求解此情形的应力重

分布时，为了简便，仅考虑相邻裂纹之间的相互影

响。 

 

图 5  具有横向多级开裂的有限子层剪滞模型 

Fig 5  Shear-lag model with multiple transverse cracks 

为了便于后面的计算，本文特引入与式(3)不同

表达的无量纲量如下 

O O
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式中， fV 为单层板的纤维体积分数。 

首先考虑如图 2 所示模型中的应力分布情况。

利用式(15)同样可导出无量纲形式的剪滞平衡方程

式(2)和边界条件式(4)， iU 的通解见式(5)。 

下面考虑如图 6(b) 所示的正交叠层板在

))/(2( fm
* EVGds=ξ 处出现裂纹时的应力分布情

况。由式(1)和式(5)并运用坐标变换，得到此种情形

下 90º层中各有限子层的应力分布函数为 
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同理可以得到如图 6(a)所示的裂纹在 ξ*− 处时

90º层中各有限子层的应力分布函数如下 
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               (a)                (b) 

图 6  在 2/s± 处出现裂纹的有限子层剪滞模型 

Fig.6  Shear-lag model of finite sub-layers when crack is at 

2/s±  

根据线性叠加原理，并结合式(16)和式(17)，可

得到图 5 中所示各有限子层的应力分布函数为 
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设 *
iε 和 *

iu 分别为图 5 所示 90º层中第 i 子层的

应变和位移。由几何关系 xuii dd ** =ε 及本构关系

T
** Eii σε = ，并考虑对称性，有 
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第 0 号子层的轴向平均应变由下式定义 
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假定当 0 号子层的轴向平均应变 ε 等于叠层板

的初始破坏应变 0
cε 时，将产生新的横向裂纹，并假

设新增加的裂纹产生在原两条横向裂纹的正中间，

即 x=0 处。这时，裂纹间距由 s 减小至 2/s 。令
0
cεε = ，有 
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令 sL /2= 为当前裂纹密度，则由式(21)可得出施加

应力 0σ 与裂纹密度 L 之间的关系。 

3  算例与结果分析 

本文以 T300/934 s22 ]90/0[ 和 s42 ]90/0[ 叠层板

为例，采用表 1 中的数据[6]，用 MATLAB6.0 软件

进行计算。 

表 1  T300/934 单向板的基本数据 

Table 1  Fundamental data of T300/934 

EL/GPa ET/GPa GTz/ GPa Gm/GPa d/ mm αL/ 10－6℃
－1 αT / 10－6℃

－1 β λ/ mm ΔT/℃ GⅠc/( J/
2m ) 

144.8 11.7 3.5 1.26 0.132 0.36 28.8 4 0.48d 125 228 
由式(10)~(12)可求得 s22 ]90/0[ 和 s42 ]90/0[ 叠

层板中 90°层所含有的“最严重”的微裂纹尺寸 ma 分

别为 d3.1 和 d8.1 。由式(9)分别求得相应的应变能释

放率系数 )( me aC 和 )( mT aC ，再由式(15)可求得初

始破坏应变 0
cε ，并列于表 2。从表 2 中可以看出，

随着有限子层数的不断增加，初始破坏应变呈减小

趋势，并且最后将趋向稳定。可见，子层数的大小，

对计算结果的影响不大。为了减小计算工作量并保

证有足够的精确性，本文建议一般取 50~30=m 为

宜。 



82 工    程    力    学 

表 2  正交叠层板的初始破坏应变 

Table 2  Initial failure strain of cross-ply laminates 

初始破坏应变/% 
叠层类型 

m=5 m=10 m=20 m=30 m=40 m=50 m=100

[02/902]s 0.353 0.344 0.325 0.318 0.313 0.306 0.303

[02/904]s  0.289 0.279 0.273 0.264 0.257 0.252 0.249

为了比较，在表 3 中列出了本文计算结果和

Wang 等[6]采用 8 节点等参元的三维有限元计算结

果(均匀拉伸边界条件)和室温下单轴拉伸的实验

值。从表中可见，本文结果均在实验范围内且与有

限元结果较为接近。值得指出，有限元计算结果略

微超过和非常接近实验的上限值。这表明，有限元

求得的应变能释放率系数 )(e aC 偏小，而采用有限

子层剪滞模型对 s22 ]90/0[ 取 30=m 、对 s42 ]90/0[
取 40=m 求得的 )(e aC 则是比较准确的。 

表 3  本文结果与有限元计算结果及实验结果的比较 

Table 3  Comparison of present results with finite element 

results and experimental data 

初始破坏应变/% 
叠层类型 

有限子层剪滞模型 有限元 实验 

[02/902]s 0.318 0.361 0.29~0.36 

[02/904]s 0.257 0.273 0.24~0.28 

在图 7 中示出了由式(21)求得的裂纹密度 L 与

施加应力 0σ 的关系曲线，图中亦给出了文献[6]的
实验结果。这里，对 s22 ]90/0[ ，取 m=30 ，

0
cε =0.318%；对 s42 ]90/0[ ，取 m=40， 0

cε =0.257%。

从图中可见，随着施加应力的增加，裂纹密度也增

加，并逐渐趋近于某一常数。这一结果表明，当施

加应力达到或超过某值时，裂纹密度达到饱和，不

再产生新的裂纹。从图 7 中还可以看出，本文结果

略高于实验值。以下几点可能是产生误差的原因：

(1) 未计及非相邻裂纹之间的影响；(2) 按照统计的

观点，新增加的裂纹不一定产生在原 2 条横向裂纹

的正中间。 
正交叠层板 90º层中的横向开裂虽然是沿纤维

方向的基体开裂，纤维似乎未发挥作用，但是事实

并非如此。当 90º层换成纯环氧树脂基体(拉伸模量

mE =3.45GPa)时，在其他计算条件不变的情况下，

其初始破坏应变对 s22 ]/0[ 环氧 为 0.283%，对

s42 ]/0[ 环氧 为 0.208%，比表 4 中实验值小。其原

因也许是纯基体的拉伸模量和切变模量比 90º层的

小和破坏机理不同所致。可见，对初始破坏应变而

言，90º层的纤维增强效应还是较明显的。 

 
(a) 

 
(b) 

图 7  裂纹密度与施加应力的关系 

Fig.7  The relationship between crack density and applied 

stress 

本文基于简化假定的剪滞方法，构造了所谓的

有限子层剪滞模型，通过各子层之间的切应力传

递，可以获得各子层的位移与应力分布。采用这种

细化平均的方法，可以简便地获得裂纹尖端处复杂

的三维应力状态下的正应力分布。虽然这种分布是

近似的，但是对研究 90°层中的横向基体开裂问题

仍能给出很好的结果，因为基体的横向开裂主要由

垂直于裂纹面的正应力所控制[6]。 

4  结论 
正交叠层板在轴向拉伸荷载作用下，中间的

90º层通常会产生横向开裂和多级破坏，初始破坏应

变与 90º层厚度有关，90º层愈厚，初始破坏应变愈

小。而多级破坏中的裂纹密度则主要取决于 90º层
厚度和远场施加应力：90º层愈厚，裂纹密度愈小；

施加应力愈大，裂纹密度愈大，当施加应力达到或

超过某值时，90º层会呈现等间距的饱和裂纹群。 
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果仍为全解。但正是由于结构的实际地震反应尚不

能用解析解表示，才使得对地震动特性及其动力反

应问题的认识不足，这里仅借助简谐波反应谱给出

了些许理论解释。 
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