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不完整结构系统同时考虑强度 
和刚度的可靠性分析 
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(哈尔滨工程大学航天工程系, 哈尔滨 150001) 

 

摘  要：基于结构强度可靠性分析理论的基础之上，提出了不完整结构(结构系统中有部分元件已失效，但结构

未变成机构仍具有一定的承载能力)强度、刚度可靠性的分析方法。该方法考虑了元件因强度失效对不完整结构

系统强度、刚度可靠性的影响，同时导出了等效安全余量的形式，进而计算结构系统在失效各阶段的总体失效概

率。并结合算例对结构系统在失效各阶段进行了强度、刚度的可靠性分析。算例表明，这样分析符合结构在使用

各阶段可靠性的真实情况，从而为结构的合理利用起指导性作用。 
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RELIABILITY ANALYSIS OF IMPERFECT STRUCTURAL SYSTEMS 
CONSIDERING STRENGTH AND STIFFNESS 

 
*AN Wei-guang , ZHAO Wei-tao , YAN Xin-chi 

(Department of Aerospace Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

 

Abstract:  Based on structural strength reliability theory, a reliability analysis method of strength and stiffness of 
imperfect structures is proposed. The imperfect structure is defined as structure with partial element failure which 
does not yield a collapse mechanism and still has load bearing capability. This method considers the influence of 
failure elements on the reliability of imperfect structural strength or stiffness and gives equivalent safe margins. 
Therefore, the total failure probabilities of structural systems can be calculated at each failure state. A numerical 
example is studied. It is shown that such analysis is suitable for real reliability cases at each service state and the 
results are instructive for safety of structures in service. 
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目前，完整结构的强度、刚度可靠性分析已研

究较为深入[1~6]，对不完整结构的强度、刚度可靠

性的研究相对较少。对于由弹塑性材料组成的静不

定系统，任一元件的失效不一定引起结构系统的失 
效[7]。在实际使用中的结构系统，特别是战争中的

武器结构系统，或平时航空，航天和船舶等结构系

统。由于意外因素发生部分结构元件损伤(但结构并
没有变成机构)，此时战争决策人员和工程技术人员
很想了解该受损结构系统继续使用的可靠性，以便

决定该结构能否继续使用及制定维修策略。因此，
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对不完整结构的强度、刚度可靠性分析才更符合工

程实际[8]。本文在强度可靠性分析理论的基础之上，

提出了不完整结构强度、刚度可靠性的分析方法。

以条件概率的形式给出了不完整结构因强度、刚度

失效所对应的模式失效概率，并导出了相应的安全

余量方程。这样就能够计算结构系统在失效各阶段

各失效模式之间的相关性，从而有效的计算不完整

结构系统失效概率，这对受损结构系统综合考虑失

效各阶段刚度和强度的可靠性分析具有重要价值。 

1  模式失效概率 

1.1 强度模式失效概率 
假定具有 n个元件的结构系统，当失效元件(简

称失效元)数达到某一 qp 值时使结构失效，此时就

形成了一个失效模式。结构系统中有 )1( −≤ qppp

个失效元因强度失效称为 p级失效阶段，其所对应

的不完整结构强度失效概率可以写成如下条件概

率的形式，即在失效元 prrr ,,, 21 L 联合失效的条件

下，第
qppp rrr ,,, 21 L++ 个失效元联合失效概率，有 
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其中， ir 为失效元； ),,,( 121 −ii rrrrM L 为当失效元

,1r ,2r 1, −irL 失效后失效元 ir 的安全余量；

),,,( 121 −jj rrrrM L 为当失效元 121 ,,, −jrrr L  失效后失效

元 jr 的安全余量。 

由概率论知，(1)式可写成如下形式 
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进一步可将(2)式分子和分母所对应的失效路
径相应的安全余量通过等效安全余量[9]的方法，写

成如下形式 

M
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e
M ZM βα +−=            (3) 
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e
Q ZM βα +−=             (4) 

其中， e
MM 和 e

QM 分别为(2)式分子和分母所对应的

等效安全余量； Mα 和 Qα 分别为(2)式分子和分母所

对应的等效单位正态向量； Mβ 和 Qβ 分别为(2)式分

子和分母所对应的等效可靠性指标。 
则(2)式可以写成如下形式 
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其中，
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1Φβ 为(1)式所对应失效

模式的广义可靠性指标。 
下面将给出由(1)式所对应的等效安全余量形

式，即失效元在强度失效的条件下，所对应不完整

结构强度失效的等效安全余量形式。由线性化后的

安全余量方程(如 0=+− i
T
i Z βα )可知，可靠性指标

为设计变量 Z 的函数，并且有 iii Z αβ =∂∂ 。因此，

(5)式对设计变量 iZ 求偏导，有 
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由此得 
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其中， )(⋅ϕ 为标准正态概率密度函数。 

iM Z∂∂β 和 iQ Z∂∂β 由(3)式和(4)式所对应的

安全余量方程给出，如下式 

iMiM Z αβ =∂∂              (8) 

iQiQ Z αβ =∂∂               (9) 

其中，
iMα 和

iQα 分别为 Mα 和 Qα 相应的分量。 

因此，可将(1)式所对应的等效安全余量写成如
下形式 

MQ
T
MQ

e
MQ ZM βα +−=            (10) 

其中， MQα 为(1)式所对应的等效单位正态向量。各

分量
iMQα 由下式给出 
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其中， iMQ Z∂∂β 由(7)式给出；n为设计变量总数。 

1.2 刚度模式失效概率 
在进行刚度可靠性分析时，首先对完整结构进

行初始刚度可靠性分析。然后对结构进行强度可靠

性分析，找出强度主要失效路径，并针对这些强度

失效路径所对应的不完整结构进行刚度可靠性分

析。考虑 )1( −≤ qppp 个失效元因强度失效后所对

应的不完整结构，某一控制点刚度失效概率可以写

成如下条件概率的形式 
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其中， ),,,( 21 prrrjG L 为当失效元 prrr ,,, 21 L 失效后控制

点 j的刚度安全余量，由下式给出 
ja

rrrj p
G δδ −=),,,( 21 L            (13) 

其中， aδ 为控制点 j的允许位移； jδ 为控制点 j的

广义位移。 
由(10)式的推导过程可知，(12)式所对应的等效

安全余量可写成如下形式 

GE
T
GE

e
GE ZM βα +−=            (14) 

其中， GEα 为(12)式所对应的等效单位正态向量；
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1Φβ 为(12)式所对应失效模式的

广义可靠性指标。 

2  结构系统失效概率 

由 1.1 给出强度在失效各阶段所对应的安全余
量，并将其线性化为(10)式的形式。由 1.2给出结构
刚度在失效各阶段所对应的安全余量，并将其线性

化为(14)式的形式。计算同一失效阶段等效安全余
量之间的相关性，然后用 PNET方法计算结构系统
在失效各阶段的总体失效概率。另外对于大型复杂

结构，计算并联系统失效概率已有许多有效的近似

方法[10,11]，从而能够给出等效安全余量，进而计算

结构系统失效概率。 

3  算例 

如图 1 所示平面桁架结构。弹性模量为

MPa1067.6 4×=E ，截面面积 A均为 2m01.0 ，元件

1~6 抗拉、抗压许用应力均值分别为 200MPa 和
100MPa，元件 7~10抗拉、抗压许用应力均值分别
为 50MPa 和 25MPa。抗力均值 ii AR ⋅= ][σ ，变异

系数为 1.0=RV 。外力均值 kN250=P ，变异系数为

3.0=PV 。取 5 号节点竖向位移为控制位移

cm33.3=aδ 。设各基本变量为正态分布随机变量。

试对该结构进行可靠性分析。 
 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  平面桁架结构 

Fig.1  Plane truss structures 

解：对该结构进行可靠性分析，共找到 3条主
要强度失效路径(8－10－7，8－10－9，8－10－3)。
强度、刚度失效路径和失效历程各阶段的安全余量

见表 1。将表 1 中给出的各失效模式的安全余量变
换成用相互独立的标准正态变量 Z 表示的等效安
全余量，变量对应关系为： 81 RZ → ， 102 RZ → ，

73 RZ → ， 94 RZ → ， 35 RZ → ， PZ →6 。同时考

虑结构系统失效各阶段强度和刚度的可靠性分析

见表 2。 

表 1  失效路径及失效历程各阶段的安全余量 

Table 1  Failure paths and safe margins at each failure state 

失效形式 失效路径 失效历程各阶段的安全余量 

PRM 71567.088 −=  

PRRM 70711.010355.0 810)8(10 −+=8－10－7

PRRM 4142.187)10,8(7 −+=  

8－10－9 PRRM 4142.1109)10,8(9 −+=  

强度失效

8－10－3 PRRM 270711.0 83)10,8(3 −+=  

初始结构 PG a 4
5 10724336.0 −×−= δ  

8 
8

4

4
)8(5

1027532.0

10921379.0

R

PG a

−

−

×

+×−= δ
 

刚度失效

8－10
10

4
8

4

4
)10,8(5

103071.0103071.0

1013856.1
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表 2  同时考虑结构系统失效各阶段强度和刚度的系统失效概率 

Table 2  System failure probabilities of strength and stiffness at each failure state 

失效阶段 失效形式 概 率 表 示 形 式 等 效 安 全 余 量 失效概率

)000( 8)8(10)10,8(7 ≤≤≤ MMMP II 439.4805.0523.006.0272.0 63211 +−++= ZZZZMe  

)000( 8)8(10)10,8(9 ≤≤≤ MMMP II 439.4805.0523.006.0272.0 64212 +−++= ZZZZM e  强度 

)000( 8)8(10)10,8(3 ≤≤≤ MMMP II 808.4744.0654.006.0121.0 65213 +−++= ZZZZM e  
初始结构 

刚度 )0( 5 ≤GP  204.464 +−= ZM e  

1.388E-05

)000( 8)8(10)10,8(7 ≤≤≤ MMMP I 754.3646.0757.008.0027.0 63215 +−−−−= ZZZZMe

)000( 8)8(10)10,8(9 ≤≤≤ MMMP I 754.3646.0757.008.0027.0 64216 +−−−−= ZZZZMe
强度 

)000( 8)8(10)10,8(3 ≤≤≤ MMMP I 176.4512.0844.0078.0142.0 65217 ++−−= ZZZZMe一级失效 

刚度 )00( 8)8(5 ≤≤ MGP  854.2967.0257.0 618 +−= ZZM e  

2.345E-03

)000( 8)8(10)10,8(7 ≤≤≤ MMMP I  405.1385.0827.0401.008.0 63219 ++−+−= ZZZZM e

)000( 8)8(10)10,8(9 ≤≤≤ MMMP I  405.1385.0827.0401.008.0 642110 ++−+−= ZZZZMe
强度 

)000( 8)8(10)10,8(3 ≤≤≤ MMMP I  171.2295.09.0322.0002.0 652111 ++−+= ZZZZM e二级失效 

刚度 )000( 8)8(10)10,8(5 ≤≤≤ MMGP I 824.1865.0494.0092.0 62112 +−+= ZZZM e  

1.947E-01

4  结论 

(1) 从算例可知，随着失效元相继失效，不完
整结构系统失效概率在上升。这样分析符合结构在

变成机构之前在使用各阶段可靠性的真实情况。为

设计人员了解结构在使用各阶段的可靠性状态、进

行设计和分析提供了依据。 
(2) 本文提出的不完整结构在失效各阶段的可

靠性分析方法，为不完整结构能否继续经济、合理

的使用及制定维修策略提供了理论依据。这必将带

来较强的经济效益。 
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