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成层介质中平面内自由波场的一维化时域算法 

*刘晶波，王  艳 

(清华大学土木工程系，北京 100084) 

摘  要：提出了一种弹性水平成层半空间中平面内波动斜入射时自由波场时域计算的一维化有限元方法。首先，

基于弹性波在斜入射情形下的传播特点对计算区域进行自动虚拟网格划分。然后将集中质量有限元法和中心差分

法相结合建立节点的二维运动方程组，并根据采用的离散化准则和显式有限元法的特点将其转化为一维方程组。

求解此方程组，即得到自由场中竖向一列节点的运动。最后根据行波的传播规律得到全部自由波场。以 P 波为例

给出了理论分析和数值算例。结果表明，该方法不仅简单实用，而且具有较高的精度和良好的稳定性。 
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A 1D TIME-DOMAIN METHOD FOR IN-PLANE WAVE MOTION OF FREE 

FIELD IN LAYERED MEDIA 

*
LIU Jing-bo , WANG Yan 

(Department of Civil Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  A 1D finite element method in time domain is developed, which is used to calculate the in-plane 

wave motion of free field in elastic layered semispace by oblique seismic incidence. First, the layered semispace 

is discretized virtually according to the propagation characteristic of elastic wave. Then, the finite element method 

with lumped mass and the central difference method are combined together to establish the 2D wave motion 

equations. On the basis of the discretization principle and by the advantage of the explicit finite element method, 

the 2D wave motion equations can be transformed into 1D equations. By solving the 1D equations, the 

displacement of nodes in one vertical line can be obtained. Finally, the wave motions of the whole free field are 

determined on the basis of the characteristic of traveling wave. As an example, P-wave is assumed as the incident 

wave. Theoretical analysis and numerical results demonstrate that the proposed method possesses high accuracy 

and good stability.  
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在大型结构的抗震分析中，地震波输入是最关

键并且亟待解决的问题之一[1,2]。在一般工程的抗震

设计中，经常将入射地震波简化为竖直向上入射的

体波。而事实上，由于传播途径和局部场地条件的

复杂性，地震波在到达工程场地时的入射方向并不

一定总是竖直向上。考虑到不同方向的入射体波产

生的结构反应与竖直入射的结果有明显差别[3]，为

了确保大型结构在地震作用下的安全性，有必要在

抗震设计中考虑地震波斜入射的影响[4]。 

在过去几十年中，研究者对于不同地形情况、
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不同土层介质模型和不同入射波条件下的地震地

面运动问题进行了广泛研究[5,6]，获得了解析解或者

半解析解，但往往是基于简单的或者高度简化的介

质模型获得的。在实际工程中，由于地层介质分布

的复杂性，对波场的解析求解几乎是不可能的。因

此，应用数值方法，如有限元法，研究不同入射波

条件下复杂介质中的波动问题已经成为主要的研

究方向。 

地震波斜入射时成层半空间自由波场的计算

可以在频域实现[7,8]。频域方法基于传递矩阵，在频

率-波数域进行求解，为获得地震动时程需要进行

Fourier 正变换和逆变换。基于连续介质的频域分析

方法的计算精度和时域有限元法往往是不匹配的，

为了直接和方便地应用时域有限元法进行大型结

构-地基系统的地震反应分析，需要发展精度高和实

用性强的时域方法来研究斜入射自由波场。 

根据成层半空间中平面波的传播规律，采用沿

介质水平方向虚拟的有限元网格划分，给出了一种

成层介质中出平面 SH 波斜入射时自由波场计算的

一维化时域有限元方法[9]。与出平面问题相比，对

于二维离散模型中的平面内波动(P-SV 型)问题，由

于节点位移是矢量，因此不同分量之间的相互作用

使得波动问题变得更为复杂。本文研究了 P 波斜入

射时二维自由波场计算问题，同时进行了算法的精

度和稳定性分析。 

2  计算区域的有限元离散化方案 

2.1  斜入射情形下弹性波传播的特点 

设 x 轴为水平方向，y 轴为竖直方向，P 波的

入射角即传播方向与 y 轴的夹角为 θ。当 P 波斜入

射时，在两种介质交界面同时产生反射和折射的SV

波和 P 波，如图 1 所示。根据 Snell 定律[10]，有： 
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图 1  P 波在介质分界面的反射和折射 

Fig.1  Reflection and refraction of P wave on the interface 
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其中，cs 和 cp 分别为 S 波和 P 波在介质中的传播速

度；cx 为水平视波速，如图 2 所示。 
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图 2  波速和水平视波速的关系 

Fig.2  Relation between wave velocity and horizontal apparent 

wave velocity 

在弹性介质中，沿水平方向(x 轴方向)传播的 P

波为行波，速度为视波速 cx，因此波场可以表示为： 

( , , ) 0, ,
x

x
x y t y t

c

 
  

 
u u           (2) 

其中，u={ux, uy}
T为波场的位移矢量，ux 和 uy分别

为 P 波沿 x 轴和 y 轴的位移分量。 

若时间离散步长为t，则由式(2)可以得到如下

关系式： 

( , , ) ( , , ) ( , )xx jc t y t x y t j t j       u u  (3) 

2.2  计算区域的网格划分和一维化方法的建立 

水平成层半空间的有限元离散化模型如图 3 所

示，水平向网格尺寸为x，竖向网格尺寸为y，将

坐标为(mx, ny)的节点记为(m, n)。如果用 p 表示

时间节点序号，则该节点在 t=pt 时刻的自由场位

移矢量记为 ,
p
m nu ，即 , ( , , )p

m n m x n y p t   u u 。 
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图 3  水平成层半空间的有限元离散化模型 

Fig.3  Finite element model of the layered half-space 
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一般有限元法中，节点(m, n)在 pt 时刻的运动

方程为： 
1 1

, , , , , ,

1 1

( ) 0
m n

p p p
i j i j i j i j i j i j

i m j n

 

   

    M u C u K u    (4) 

其中，M、C 和 K 分别为 2 阶×2 阶的质量矩阵、

阻尼矩阵和刚度矩阵。 

由式(4)可知，节点(m, n)的运动只和该节点及

与该节点直接相连的节点运动有关[11]。根据式(4)

和弹性介质中行波传播的特点确定以下有限元离

散化方案：竖向网格尺寸y (y 可以不同，为表示

方便，统一用y 表示) 取满足精度要求的任意值，

而沿水平 x 轴的网格尺寸相等，均为x，且： 

xx c t                  (5) 

则根据式(3)，当 j＝±1 时，有： 
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依此类推，可以得到： 
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同理，节点的速度和加速度同样存在上述关系。因

此，运动方程(4)可以改写为： 
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由式(8)可见，节点(m, n)在 p 时刻的运动方程

只包含 m 列节点在相邻时刻的运动，因此由式(8)

就可以得到m列节点的运动。实际计算中可取m=0，

在求得 0 列节点(即 y 轴上节点)运动后，根据式(2)

确定全部成层半空间中的自由波场。这样，斜入射

自由波场计算的二维问题就转化为一维问题求解。 

3  人工边界和波动输入 

3.1  人工边界的设置 

在应用有限元法分析地震波动散射问题时，必

须从半无限介质中切取出有限的计算区，并在计算

区边界上引入合适的人工边界条件，以达到消除反

射、模拟波动透射过程的目的[12]。 

由于粘性边界[13]具有使用方法简单、直观，概

念清晰的特点，所以本文在计算区的底部设置了粘

性边界。对于二维平面内问题，粘性边界相当于在

边界的切向和法向分别设置一系列粘性阻尼器。当

地震波竖直入射时，阻尼器系数的一般表达式为： 

,T s N pC c C c               (9) 

其中，CT 和 CN 分别表示人工边界节点上平面内切

向和法向的阻尼器系数；ρ 为介质质量密度。 

和出平面问题不同的是，对于平面内波动问

题，任何一种波斜入射时，都存在反射的 P 波和 SV

波，由于上述两种波的波速不同，所以不能被粘性

边界同时吸收，计算结果存在误差。但是一般来讲，

采用式(9)给出的粘性边界可以得到满意的结果。如

果要求更高阶计算精度，建议设置透射人工边   

界[14,15]，可以采用高阶透射边界以更精确地模拟波

动的透射过程。 

3.2  边界上的波动输入 

对于人工边界上的波动输入问题，本文采用将

输入地震动转化为作用于人工边界上的等效荷载

的方法来实现[16]，即将地震波动输入问题转化为波

源问题。 

设 u0(x, y, t)为已知的下卧弹性半空间中入射 P

波波场，在设置的粘性边界节点 B 上产生的位移矢

量为 T
B00BB0  ,) , ,(  yx uutyxu ，应力矢量为 σ0(xB, yB, 

t)={τ0x, σ0y}
T
B 。为实现波动输入，设在人工边界节

点 B 上施加的等效应力矢量为 FB(t)，则 

0 0( ) ( , , ) ( , , )B B B B B Bt x y t x y t F σ C u     (10) 

其中，FB＝{FBx, FBy}
T；CB={CBx, CBy}

T。 

因此，只要在边界节点上施加上述的等效荷

载，即可以完成边界上波动的输入。 

4  斜入射自由波场的计算 

根据方程(4),对于弹性无阻尼问题，y 轴上的节

点(0, n)在任一时刻 pt 的运动方程为： 
1 1

0, 0, , ,

1 1

0 1,2, , 1
n

p p
n n i j i j

i j n

M n N


  

    u K u   

 (11) 

其中，M0,n为集中于节点(0, n)的质量；Ki,j为刚度矩

阵，表示节点(0, n)和节点(i, j)之间的刚度系数。 

对于自由表面上的节点(0, 0)，运动方程为： 
1 1

0,0 0,0 , ,

1 0

0p p
i j i j

i j

M
 

 u K u        (12) 

对于粘性边界上的节点(0, N)，运动方程为： 
1

0, 0, 0, , ,

1 1

( )
N

p p p p
N N B N i j i j B

i j N

M x x
  

     u C u K u F   

(13) 

其中，CB和
p

BF =FB(pt)分别根据式(9)和式(10)计算
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得到。 

将 u用中心差分近似，即： 
1 1

0, 0, 0,
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n n N
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u u u
u    (14) 

由式(6)可得： 
1 1

1, 0, 1, 0,,p p p p
n n n n

 
  u u u u         (15) 

将式(14)和式(15)代入式(11)、式(12)和式(13)，

并简记 u0,n=un，M0,n=Mn，整理得到： 
2 2
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方程(16)可以写成矩阵的形式： 
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其中，方程组左端系数矩阵和右端系数向量由式(16)

确定，例如： 
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Di＝{dix, diy}
T；I 为 2 阶单位矩阵。 

由方程组(17)可以看出，等式左边的系数矩阵

是稀疏的三对角矩阵，等式右边的系数 D0, D1, …, 

Dn,…,DN 只与节点(0, N)输入的等效荷载及节点(0, 

n)(n=0,1,…, N)在 p 时刻及其以前时刻的位移有关。

因此，求解上述方程组就可以得到 y 轴上各节点在

(p+1)时刻的位移，进而确定全部自由波场。 

由上述推导可知，本文提出的一维化时域算法

在有限元分析的意义下是精确的，即给出了真实的

二维有限元模型的解。 

另外，出平面 SH 波斜入射时自由波场计算的

稳定性条件[9]同样适用于平面内波动问题，即稳定

性条件为： 

p

y
t

c


                (18) 

因此，根据竖向有限元网格尺寸就可以确定数

值计算的稳定性条件。 

5  精度分析 

考虑时间步长影响的集中质量模型中平面内 P

波传播的频散方程为[17]： 
22

2 2 2
1 2 3sin 2 ( )

2 2

pct t
Q Q Q

x

      
      

     
 (19) 

而： 

2 2 2 2
1 1 2 1 2

1
[3( ) 2( 1) ]

3
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       (20a) 
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2 2 2 2
2 1 2 1 2

1
[3( ) 2( 1) ]

3

rsp
Q s s s s 


       (20b) 

3 1 1 2 22 (1 )Q rsp s c s c                 (20c) 

其中，cs 和 cp 分别为 S 波和 P 波在连续介质中的传

播速度；ω为 P 波的频率；ν 为泊松比；k 为波数；

θ 为入射角；β=(x / y)
2
; s1=sin((kxsinθ) / 2); s2 = 

sin((kycosθ) / 2); c1 = cos((kxsinθ) / 2); c2= 

cos((kycosθ) / 2); rsp = (cs /cp)
2
=(12ν) /(2(1ν))。 

引入参数： 

pc t

y






              (21) 

根据式(18)，稳定性条件要求： 

            1                 (22) 

根据式(19)，得： 

2

p c

c

c k y







            (23) 

且： 

2 2
1 2 3

1 sin
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2c

Q Q Q
 

 

 
   

 
  (24) 

其中，c 为 P 波在离散模型中的传播速度；ωc为截

止频率，ωc=2cp /y。 

根据式(23)和式(24)，可以得到 P 波以角度 θ

入射时 c/cp 与 ω/ωc 的关系，如图 4 所示。图 4(a)

给出了 α=0.5 时，不同入射角 θ 对应的频散曲线，

并且和 P 波垂直入射的情况进行了比较；图 4(b)给 
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(a) α＝0.5 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 

 c
/c

p

ω /ω
c

 固定方形网格(α ＝0 )

 α ＝0.25

 α ＝0.5

 α ＝0.75

 
(b) θ＝45o 

图 4  不同方向入射波在有限元离散模型中的传播速度 

Fig.4  Propagation velocity of input P wave with different 

incident angles in the finite element model 

出了 θ =45
o 时，不同的时间步长参数 α 对应的频散

曲线，并且和固定方形网格的情况(且 α=0)进行了

比较。 

在有限元计算中，为了保证波动模拟的精度，

有限单元尺寸应满足以下离散化准则： 

1 1
~

6 10


 
   

 
             (25) 

其中，为有限单元尺寸，λ 为波长。 

而： 

2π
π

2 /c p

f

c



 


 


           (26) 

因此，当有限单元尺寸满足式(25)给出的离散

化准则时，ω/ωc ≤ (π/6~π/10)。由图 4 可见，此时 c/cp

非常接近于 1，即 P 波在离散模型中的传播速度和

在连续模型中的速度基本相同。所以，本方法对于

不同方向的入射波都有很高的精度。 

6  算例分析 

为验证本文提出的一维化时域方法的精度和

实用性，下面对水平成层半空间中 P 波倾斜入射时

的自由波场进行计算分析，模型如图 5 所示。其中

上部覆盖层的介质参数为：质量密度 ρ1=1000kg/m
3，

S 波波速 cs1=500m/s，P 波波速 cp1=866m/s；下卧半

无限空间的介质参数为：质量密度 ρ2=1500kg/m
3，

剪切波速 cs2=1000m/s，P 波波速 cp2=1732m/s。 

x

y

θ

覆盖层
ρ1，cs1，cp1

基 岩
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△x △x

h

y B

B

A

P波

△y

人工边界

 

图 5  单覆盖层模型及其离散化示意图 

Fig.5  Model of single overburden layer and its discretization 

取覆盖层厚度 h=50m，计算区范围 yB=100m。

y 方向的有限单元尺寸y =5m，x 方向的有限单元

尺寸x 根据式(5)确定。在满足稳定性条件的情况

下，取离散时间步长t=0.001s。入射 P 波为持时 0.5s

的单位脉冲，其位移时程如图 6 所示。 
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图 6  观测点 B(0, yb)的入射波位移时程 

Fig.6  Displacement time history of incident P wave at 

observation point B (0, yb) 

图 7 给出了 P 波以不同角度入射时自由表面观

测点 A(0, 0)的位移时程，其中理论解根据频域解采

用 Fourier 变换技术得到[18]。可以看出，对于 P 波

斜入射问题，本文算法具有很高的精度。当入射角

θ 很小时，x 将变得很大，但图 7(a)给出的结果表

明，本文方法仍可以给出精度很高的模拟结果。 
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(a) θ＝0.001o 
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(b) θ＝30o 
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(c) θ＝45o 
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(d) θ＝60o 

图 7  P 波斜入射时观测点 A(0, 0)的位移时程 

Fig.7  Displacement time history of observation point A(0, 0) 

excited by incident P wave with different angles 

为了直观地表示本算法对于不同入射角的模

拟精度，分别采用理论方法和本文算法给出自由表

面位移幅值随入射角的变化曲线，如图 8 所示。可

以看出，本文算法精度随着入射角 θ的增大有所降

低，这主要是由于式(9)给出的粘性边界在大角度入

射时误差较大的原因引起的。在入射角较大时(超过

60
o
)，建议采用精度更高的透射人工边界[14]。 
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(a) x 方向 
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(b) y 方向 

图 8  观测点 A(0, 0)的位移幅值随入射角的变化曲线 

Fig.8  Peak displacements of observation point A(0, 0) by 

incident P wave with different angles 

7  结论 

本文以 P 波为例，研究了平面内波动斜入射时

水平成层半空间自由波场的一维化时域计算方法。
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理论分析和数值算例表明，该方法不仅简单实用，

而且具有较高的精度和良好的稳定性。 

对于 SV 波斜入射的问题，本文的基本思路和

处理方法同样适用，但是此时存在临界入射角 θc，

当入射角 θ >θc 时，会产生沿界面传播并且沿 y 轴

向下衰减的不均匀波。与平面波相比，不均匀波的

性质和传播规律将变得更复杂，对此需要开展进一

步研究工作。 
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