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残余应力平板表面裂纹的线弹簧模型 
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摘  要：建立了残余应力平板表面裂纹的线弹簧模型，利用边裂纹权函数得到了裂纹表面上沿厚度非线性分布残

余应力向线性分布转化的公式；基于 Reissner 板理论和连续分布位错思想，通过积分变换方法，推导了问题的控

制方程和应力强度因子表达式；利用 Gauss-Chebyshev 方法给出了数值计算结果，并与现有的有限元解进行了比

较，结果表明：该模型简单有效，而且精度较高。 
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Abstract:  The line-spring model for surface cracks in a residually stressed plate is established in this paper 

firslty. Then the residual stress’ transform formula from nonlinear to linear gradients along the crack surface is 

obtained using the edge-cracked weight function. Based on the Reissner’s plate theory and continuously 

distributed dislocation, the integral transfer method is employed to formulate the governing equations and the 

expression of stress intensity factor. Numerical results solved by Gauss-Chebyshev method are presented and 

compared with those of the finite element method, showing that the line-spring model is simple, efficient and 

accurate. 
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工程实际中大量的金属焊接结构不可避免地

会存在焊接残余应力。同时，由于工艺原因，极易

形成焊接缺陷，且缺陷通常以表面裂纹(如图1所示)

形式存在。在使用过程中，表面裂纹将处于工作应

力与残余应力相迭加的受力状态。由于残余应力的

非线性分布特点，大大增加了表面裂纹问题的求解

难度。 

目前，有限元法[1]是解决此类问题最有效的方

法，但其数据准备工作量大、运算所需时间长且费

用高。能否引入适当的物理模型使问题简化，并给

出具有足够精度的简便分析和计算方法，显然是工

程界十分关心的问题。 

线弹簧模型法[2―5]作为一种简单、经济有效且

精度较高的求解表面裂纹问题半解析方法，特别适

用于工程实际应用。但线弹簧模型以往通常用于解

决均匀分布载荷作用下的表面裂纹问题，当遇到含

残余应力的表面裂纹问题时，则不能直接应用。本

文针对线弹簧模型这一不足，将其推广应用于含残
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余应力平板表面裂纹问题的求解。 

 
 

1  非线性分布载荷作用下边裂纹 

 板条应力强度因子 

当边裂纹板条裂纹面上受非线性的分布载荷

( )y 作用时(如图 2 所示)，其裂纹尖端应力强度因

子可由下式获得[6]： 

( )K h g
r

                 (1) 

其中：
0

( ) ( , )d
( )

g m y y
r

y

 



  ， /y y h 为无量

纲坐标， /a h  为无量纲裂纹深度， 为参考应

力， h为板厚， ( , )m y 为已知权函数[7]。 

 
图 2  边裂纹板条示意图 

Fig.2  The edge-cracked strip 

2  残余应力平板表面裂纹线弹簧模型 

2.1  线弹簧模型描述 

根据无限大平板表面裂纹线弹簧模型的描  

述[2]，如图 3(a)所示在无穷远处单位宽度上作用有

外力 N 和外力矩 M ，在裂纹面上作用有非线性

分布应力 ( , )x y 的半椭圆表面裂纹( a 、 c 分别为

短轴半长和长轴半长)可以等效为长度为 2c的穿透

裂纹图 3(b)，裂纹的间断处作用以分布的线弹簧，

裂纹面上作用的残余应力 ( , )x y 可以等效为一系

列膜力 ( )r
M x 和弯矩 ( )r

B x ；线弹簧的本构关系可

由相应位置的平面应变边裂纹板条( x c ≤ )所受的

广义力 ( )N x 和 ( )M x 由于裂纹存在引起的附加广

义位移的关系来确定(如图 3(c)所示)。表面裂纹前

缘各点的应力强度因子等于相应位置的边裂纹板

条的应力强度因子。 

 

(a) 

     

(b)                       (c) 

图3   残余应力平板表面裂纹线弹簧模型 

Fig.3  The line-spring model of surface crack in a residually 

stressed plate 

为便于使用边裂纹权函数，引入无量纲坐标

/x x c ， /y y h ， /M N h   ， 26 /B M h    

( ) ( ) /M x N x h  ， 2( ) 6 ( ) /B x M x h  ，h为板厚。 

2.2  边裂纹板条应力强度因子 

对于图 3(c)所示的边裂纹板条，其应力强度因

子表达式为[4]： 
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图 1  表面裂纹示意图 

Fig.1  The surface crack 
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[ ( ) ( ) ( ) ( )]IK h x g x g            (2) 

其中， ( ) /l x h  ， ( )l x 为板条边裂纹的尖端至椭

圆长轴轴线之距离(如图 3(c)所示)， ( )ig  为已知函

数[4]， ,i M B 。 

2.3  裂纹面沿厚度非线性分布应力的线性化 

由线弹簧模型描述可知，沿无量纲坐标 x 裂纹

前缘应力强度因子与相应模拟线弹簧本构关系的

边裂纹板条应力强度因子相等，这意味着该模型忽

略了线弹簧之间的相互作用。那么，在此基础上就

可以取平板在 0x x ( 0 1x ≤ )处平行于YOZ 面的

一边裂纹板条(如图 4(a)所示)进行研究。 

在线弹性范围内，根据叠加原理，裂纹的尖端

应力强度因子可由两部分组成：一部分是由远端载

荷 N 和 M 引起的；另一部分是由裂纹面非线性

分布应力 0( , )x y (如图 4(b)所示)引起的。 

对于后者，设想裂纹面上存在一组膜力

0( )r
M x 和弯矩 0( )r

B x (如图 4(c)所示)，如果其引起

的应力强度因子与 0( , )x y 引起的应力强度因子相

等，那么， 0( )r
M x 和 0( )r

B x 就是裂纹面上非线性

分布应力 0( , )x y 的等效膜力和等效弯矩。 

 

(a) 

       
(b)                       (c) 

图 4  残余应力平板表面裂纹切片 

Fig.4  The slice of surface crack in a residually stressed plate 

通过边裂纹权函数[7]可得到 0( )r
M x 和 0( )r

B x

的表达式。 

将非线性分布载荷 0( , )x y 代入式(1)，将等效

膜力和等效弯矩代入式(2)，在保证应力强度因子相

等的前提下，即由式(1)和式(2)相等可得到 0( , )x y

的等效膜力和等效弯矩为： 
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其中：
0

( ) ( )di j i jg g


     ， ( , ,i j M B )，矩 

阵 1[ ] [ ]ij ij   。 

在 1x ≤ 范围内，由于 0x 具有任意性，那么  

式(3)可写为： 

0

0

( ) ( )d
( )

( ) ( ) ( )d

r r M
M MM MB

r
BM BBB

r B

g g
x

x g g





   
  

     

 
     

    
     

 




(4) 

2.4  平板性能方程 

图 3(b)所示的考虑残余应力后穿透裂纹平板性

能方程的无量纲形式可根据文献[5]得到： 
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其中， /t t c ， , [ , ]x t c c  ， ( , )k x t 为已知核函

数[5]， ( )M x 、 ( )B x 、 M
 、 B

 、 ( )r
M x 和 ( )r

B x

均如前所指， 1( )t 、 2 ( )t 为未知位错密度函数，

E 为弹性模量。 
 

2.5  线弹簧本构关系 

考虑在广义力 ( )N x 和 ( )M x 作用下如图 3(c)所

示用位错密度函数表示的边裂纹板条本构关系已

由文献[5]给出： 
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其中 ( )H x t 为单位阶跃函数。 
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2.6  残余应力平板表面裂纹的应力强度因子 

将线弹簧本构关系式(4)和式(6)代入平板性能

方程式(5)，得到一 Cauchy 型奇异积分方程： 
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式中， ( , )k x t 及 ( , )ijk x t ， , 1,2i j  为已知核函   

数[4]，其它各量如前所指。 

利用 Gauss-Chebyshev 方法[8]求解此方程。然

后，通过式 (2)和式 (5)就可确定坐标 kx ( kx 为

Chebyshev多项式零点)的线弹簧内力和裂纹前缘对

应点的应力强度因子。为能得到裂纹前缘任意点的

应力强度因子，可对所得对应 kx 的应力强度因子作

多项式拟合。 

3  数值结果及分析 

本文为了与有限元解[1]进行对比，令远端拉伸

力和弯矩为零且残余应力模型[9]为： 

0( , )

n
y

x y
a

 
 

  
 

， 0,1,2n        (8) 

其中， ( , )x y 沿无量纲坐标 x 为均匀分布，

0 (0,0)  。 

在此载荷条件下，计算了不同 /a h及 /a c时的

表面裂纹应力强度因子。并对应力强度因子 IK 无

量纲化： 

0 π /

IK
f

a Q
              (9) 

其中，Q 为裂纹形状因子，在 / 1a c≤ 可用如下近似

公式[10]表示： 
1.651 1.464( / )Q a c            (10) 

计算时取泊松比 0.3  ，计算结果及对比情况

如图 5―图 7 所示。 

图 5―图 7 表示在几种幂函数形式的残余应力

作用下，表面裂纹前缘各点(用椭圆参数角 表示，

见图 1)应力强度因子的变化规律。总的看来，本文

结果与有限元解[1]吻合较好。 

 

图 5  表面裂纹应力强度因子 

  Fig.5  The stress intensity factor of surface crack 

 
图 6  表面裂纹应力强度因子 

Fig.6  The stress intensity factor of surface crack 

 
图 7  表面裂纹应力强度因子 

Fig.7  The stress intensity factor of surface crack 

由图 5 和图 6 可看出：在 /a c相同的条件下，

当 /a h较小时，本文解与有限元解[1]吻合较好，当

/a h增大时，相对误差有所增大，并且在靠近背表

面一侧的裂纹前缘各点应力强度因子相对误差较

a/c=0.2, a/h=0.2 

a/c=0.2, a/h=0.8 

a/c=0.4, a/h=0.2 
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无量纲椭圆参数角 2θ/π 

无量纲椭圆参数角 2θ/π 
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小，而在靠近前表面一侧裂纹前缘各点应力强度因

子相差较大。 

由图 5 和图 7 可看出：在 /a h相同的条件下，

当 /a c较小时，本文解与有限元解[1]吻合较好，当

/a c增大时，相对误差有所增大，并且在靠近背表

面一侧的裂纹前缘各点应力强度因子相对误差较

大，而在靠近前表面一侧裂纹前缘各点应力强度因

子相差较小。 

总的来说，本文解与有限元解[1]吻合较好，作

为工程应用已经能够满足要求。当 /a c增大时，本

文解与有限元解[1]误差增大的原因可能是各线弹簧

之间由于裂纹前缘曲率而引起相互作用造成的；当

/a h增大时，本文解与有限元解[1]误差增大的原因

可能是权函数拟合误差造成的。 

4  结论 

(1) 本文计算结果表明：本文所建立的含残余

应力平板表面裂纹的线弹簧模型是合理可靠的。 

(2) 对于较小的 a / c，a / h 时，本文结果与有限

元解[1]吻合较好；当 a / c，a / h 值增大时，两者误差

有所增大。 

(3) 本文方法的计算程序简单、编程方便、计

算量小，特别适合于工程实际应用。 
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