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基于解析试函数的内参型广义协调膜元 
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摘  要：利用解析试函数法构造一个内参型四结点八自由度广义协调膜元。根据弹性力学平面问题的控制方程和

艾雷应力函数，求出问题完备的基本解析解，然后用其作为试函数并采用广义协调条件来构造单元： 

ATF-GCQ4X。该单元采用了 14个解析试函数构造了应变二次完备的内部场，同时引入 6个附加边界位移模式，

采用平衡力系为权函数构造相应的广义协调条件。数值算例表明，该类内参型单元能在不提高单元结点自由度的

情况下提高单元精度，并显示出良好的收敛特性。 
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A GENERALIZED CONFORMING PLANE ELEMENT WITH INTERNAL 

PARAMETERS BASED ON ANALYTICAL TRIAL FUNCTIONS 
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Abstract:  Based on the analytical trial functions, a 4-node 8 degrees-of-freedom generalized conforming plane 
element with internal parameters is developed in this paper. From the governing equations of the elastic plane 
problem and the Airy stress function, the complete basic analytical solutions are derived and used as the trial 
functions to formulate the element: ATF-GCQ4X. Fourteen analytical trial functions form the second order 
complete inner field for strain while six additional boundary displacement modules are used as internal 
parameters. Balance forces are used to form the generalized conforming equations. Numerical examples show that 
the proposed element with internal parameters can enhance the precision without increasing degree-of-freedom, 
and satisfactory convergence rate is achieved. 
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四结点八自由度四边形膜元是有限元分析中

最常用的单元，提高其精度一直是有限元研究的一

个方向。在等参元的体系下，一方面，发展了大量

的 Lagrange、Serendipity和升阶谱单元，这类单元
在提高单元的精度的同时往往也要带来单元结点

数及自由度数的增加。另一方面，内参型单元可以
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在不提高单元出口自由度的基础上提高单元的精

度，Wilson 提出的 Q6[1]，R. L. Taylor 等提出的
QM6[2]，T. H. Pian和吴长春等提出的 NQ6[3]都在这

方面作出了努力。文[4]推导了内参型单元的通用模
式。 

解析试函数法较好的解决了四结点四边形等

参膜元普遍容易出现网格畸变敏感性问题[5]。并克

服了应力奇点问题[6~8]和厚薄通用板单元的剪切闭

锁问题[9]。本文探讨基于解析试函数的有限元单元

新体系下构造内参型单元的可能性。 

1  平面问题的解析基本解 

在平面弹性问题中，可以从艾雷应力函数出

发，推导平面问题的解析基本解[5]，表 1~3给出了
前 14项应变二次完备的基本解。 

表 1  平面问题的解析基本解(常应变) 

Table 1  Basic analytical solutions of the plane problem 

(Constant strain) 

项数 1 2 3 4 5 6 

ϕ  1 x y xy x2 y2 

xσ  0 0 0 0 0 1 

yσ  0 0 0 0 1 0 

xyτ  0 0 0 -1 0 0 

xε  0 0 0 0 -µ 1 

yε  0 0 0 0 1 -µ 

xyγ  0 0 0 -2 0 0 

u  1 0 y y -µx x 

v  0 1 -x x y -µy 

表 2  平面问题的解析基本解(一次应变) 

Table 2  Basic analytical solutions of the plane problem  

(1st order strain) 

项数 7 8 9 10 

ϕ  x3 y3 x2y y2x 

xσ  0 2y 0 2x 

yσ  2x 0 2y 0 

xyτ  0 0 -2x -2y 

xε  -2µx 2y -2µy 2x 

yε  2x -2µy 2y -2µx 

xyγ  0 0 -4(1+µ)x -4(1+µ)y 

u  -µx2－y2 2xy -2µxy x2-(2+µ)y2 

v  2xy -µy2－x2 y2－(2+µ)x2 -2µxy 

表 3  平面问题的解析基本解(二次应变) 

Table 3  Basic analytical solutions of the plane problem 

(2nd order strain) 

项数 11 12 13 14 

ϕ x3y xy3 (x4－y4)/4 (6x2y2－x4－y4)/4

xσ 0 6xy -3y2 3x2－3y2 

yσ 6xy 0 3x2 3y2－3x2 

xyτ -3x2 -3y2 0 -6xy 

xε -6µxy 6xy -3y2－3µx2 3x2－3y2 

yε 6xy -6µxy 3µy2+3x2 3y2－3x2 

xyγ -6(1+µ)x2 -6(1+µ)y2 0 -12xy 

u -3µx2y－y3 3yx2－(2+µ)y3 -3y2x－µx3 x3－3xy2 

v 3xy2－(2+µ)x3 -3µy2x－x3 µy3+3x2y y3－3x2y 

2  边界位移模式 

在等参元中引入恰当的非协调位移模式可较

好的改善单元的性能，但不能保证单元一定收敛
[6~8]。文[4]在广义协调元的框架下提出了一系列的
广义协调位移模式，称为广义泡状位移，在等参元

中引入该类位移模式可以保证单元收敛。文献[10]
提出了对能量泛函进行修改以确保任何非协调位

移模式都收敛的常应力乘子法。 
本文单元的边界位移模式除采用协调元的八

个结点位移 T
qq vu }~~{ 外，还采用六个附加的边界位

移 Tvu }~~{ λλ 。其中， 
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所以，单元的边界位移模式为： 
λuuu q

~~~ +=     λvvv q
~~~ +=         (5) 

其中，包含了基本未知量八个结点位移 Tq}{ 和

六个内部参数 T}{λ 共十四个参数。 
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3  基于平衡力系的广义协调条件 

当选取表 1、2、3中应变二次完备的前十四项
解析基本解为试函数构造含十四个参数 T}{β 的内

部场，以四结点的八个线位移 Tq}{ 为基本未知量结

合六个内部参数 T}{λ 共十四个参数描述单元的边

界位移，采用两个点协调和十二个周协调的广义协

调 条 件 (6)构造的内参型膜元，可以记为
ATF-GCQ4X。 
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其中，m、l为方向余弦。 
下标 i指变量在结点 i处的值。 
u、v为试函数给出的单元位移。 
u~、 v~为由(5)式决定的单元边界位移。 
权函数 xjT 、 yjT 为由平衡力系构造的边界力。 
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式中， xjσ 、 yjσ 和 xyjτ 为对应于某一平衡力系的应

力分量。本文中采用表 2、3 中八个解析试函数的
应力分量。 

由(6)式可得到内部场的十四个参数 T}{β 与边

界位移的十四个参数 Tq}{ 、 T}{λ 的相应协调关系： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= λβ qT ][}{                   (8) 

其中， ][T 可由(6)式进行数值积分取得。 

4  内参型解析单元的变分原理 

根据 Hellinger-Reissner 原理，二类泛函变量
)~( εu 的无条件泛函可采用[11]： 
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式中， u~、 ε 为独立假定的位移和应变， 
      F 为给定的内部力， 

uS 为给定位移边界， σS 为给定力的边界， 

u 和T 分别为给定的边界位移和边界力， 
A为本构关系矩阵， 
D为微分算子，有， 
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      L为转换矩阵，有， 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= lm

mlL 0
0                  (11) 

式(9)取驻值相应于基本方程： 
0=+ FADε       (在V 内)        (12) 
0~ =− uDTε       (在V 内)        (13) 

0~ =− uu          (在 uS 上)       (14) 
0=−TLAε       (在 σS 上)       (15) 

由于解析试函数法采用问题的基本解析解为

内部场的试函数，所以对应于应变 ε 存在σ 使得： 
εσ A=           (在V 内)       (16) 
0=σD           (在V 内)       (17) 

因此，(9)式右端第一项可化为： 
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注意上式推导中用到了(17)式，因此，(18)式
只有在采用解析基本解作为试函数时才能成立。 

将(18)式代入(9)式，可得， 
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此即为常见的应力杂交元所采用的能量泛函，

对式(19)取驻值可得到应力杂交元的单元刚度矩
阵。下面证明采用解析试函数构造的平衡力系为权

函数的周协调条件等价于对式(19)取驻值。 
由于解析试函数法采用问题的基本解析解为

内部场的试函数，所以对应于应变 ε 存在 u使得： 
uDT=ε         (在V 内)        (20) 

与式(18)推导过程相同，式(19)式右端第一项
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可化为： 
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将(21)代入(19)并对内部场参数 }{β 取驻值即

可得(6)式所列周协调条件。其中，对刚体平移采用
了点协调条件，对线性应力对应的周协调条件与刚

体转动进行了组合。 
为使单元通过强式分片试验，引入文献[10]提

出的常应力乘子法对泛函进行了修正。 

∫−= sLAuuu c
T

HRmHR d)~(),~(),~( εεΠεΠ λ    (22) 

其中， λu~ 为附加位移项， cε 常应变项。 λu~ 将通过

静力凝聚消除。 

5  数值算例 

5.1 MacNeal细长梁 
    如图 2所示悬臂梁，计算端部受单位弯矩及单
位剪力时的端点挠度[12]。悬臂梁长为 6、高为 0.2、
厚为 0.1，弹性常数为：E=1e7，µ =0.3。分别用矩

形网格(A)、平行四边形网格(B)、梯形网格(C)进行
分析，杆端位移的精确解为 0.1080，有限元分析精
度如表 4所示： 

P = 1  M = 1

 
图 2  MacNeal细长梁 

Fig.2  MacNeal slender beam 

表 4  MacNeal梁结果 

Table 4  Results of MacNeal beam 

网格 Q4 P-S元[13] QM6[2] ATF-GCQ4X 

A (P=1) 0.0934  0.9930 0.9930  1.0232 

B (P=1) 0.0342  0.7950 0.6230  0.9962 

C (P=1) 0.0269  0.2180 0.0440 0.6687 

A (M=1) 0.0933  1.0000  1.0000 1.0296 

B (M=1) 0.3086  0.8520  0.7220 1.0210 

C (M=1) 0.0222  0.1670 0.0370 0.7583 

5.2 有限尺寸的强式分片试验 
如图 3所示处于单位常应变状态匀质板，一端

简支，一端承受均布拉力，受拉端等效结点荷载为

96=T 。其中，板长 0.24、宽 0.12、厚 0.001，弹
性常数为：E=1e6、µ =0.25。采用本文提出单元分

析，各结点的水平位移计算结果如表 5所示： 
 

T=96 

T=96 

7 (0.24,0.00)1 (0.00,0.00)

3 (0.04,0.02) 

4 (0.08,0.08) 

2 (0.00,0.12)

5 (0.18,0.03) 

6 (0.16,0.08) 

8 (0.24,0.12)

 
图 3  有限尺寸分片试验 

Fig.3  Patch test in the coarse mesh 

表 5  有限尺寸分片试验结果 

Table 5  Results of patch test in the coarse mesh 

结点 1 2 3 4 

位移 0.00 0.00 0.04 0.08 

结点 5 6 7 8 

位移 0.18 0.16 0.24 0.24 

5.3 纯弯场下网格敏感度实验 
    如图 4所示受纯弯悬臂梁，当网格畸变参数 d
增大时，计算端点挠度。梁长为 10、高为 2、厚为
1，弹性常数为：E=1500、µ =0.25。杆端位移的精

确解为 100，有限元分析相对精度如表 6所示： 

5 5 

d 
1000 

1000 

2

 
图 4  网格敏感度实验 

Fig.4  Mesh sensitivity test 

表 6  网格敏感度实验结果 

Table 6  Results of mesh sensitivity test 

d Q4 P-S元[13] QM6[2] ATF-GCQ4X 

0.0 0.2804 1.0000 1.0000 1.1388 

1.0 0.1410 0.6290 0.6270 1.0428 

2.0 0.0961 0.5500 0.5440 0.6143 

3.0 0.0805 0.5470 0.5360 0.5751 

4.0 0.0666 0.5310 0.5120 0.6212 

4.9 0.0544 0.4980 0.4680 0.6791 

5.4 Cook变断面斜悬臂梁 
如图 5所示变断面悬臂短梁，端部承受均布剪

力，合力为 1。梁厚 0.01，弹性常数为：E=1500、
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µ =1/3。计算不同网格下端部中点竖向位移，参考

解为 23.96[14]，有限元分析的相对精度如表 7所示： 

48 

44 44 

16 

q=1 

 
图 5  Cook梁 

Fig.5  Cook panel 

表 7  Cook梁结果 

Table 7  Results of Cook panel 

网格 Q4 P-S[13] QM6[7] ATF-GCQ4X

2*2 0.4896 0.8819 0.8785 1.0635 

4*4 0.7613 0.9607 0.9607 0.9959 

8*8 0.9199 / / 0.9973 

16*16 0.9770 0.9966 / 0.9990 

32*32 0.9933 / / 0.9998 

64*64 0.9982 / / 1.0001 

128*128 0.9996 / / 1.0002 

6  总结 

本文探讨了构造内参型解析单元的方法，使在

不提高单元自由度的基础上提高解析单元性能成

为可能。研究表明，使用解析试函数对应的平衡力

系构造的广义周协调条件与杂交元方法具有等价

性。但这种等价性只有在解析试函数的框架下才能

有严密的理论依据。这对广义协调元和杂交元的发

展都有一定的启示。本文从理论上进一步完善了解

析试函数法。 
数值实验表明，ATF-GCQ4X 单元能给出任意

网格下的平面常应变问题的精确解，即通过强式分

片实验；同时降低了在纯弯、弯剪应力状态下解对

网格畸变的敏感性。在复杂应力状态下，单元有很

高的精度，并具有良好的数值稳定性和收敛性。 
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