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双参数三次 Hermite 插值逐步积分法 
求解结构动力响应 

袁晓彬 1，赵  晓 2，方冬慧 1，*王清远 1 
(1. 四川大学建筑与环境学院，成都 610065；2. 成都理工大学地质灾害防治与地质环境保护国家重点实验室，成都 610059) 

摘  要：为了求解结构动力学响应，该文提出了一种新的逐步积分法。通过三次 Hermite 插值在局部时间域上对

位移、速度进行离散，给出了逐步递推计算格式；采用双参数控制算法的稳定性和计算精度。该方法具有自起步、

计算精度较高、无需中间计算环节的特点。通过与 Newmark 法、Wilson 法、精细积分法的数值结果对比分析，

表明该方法是准确可靠的。 
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A NEW STEP-BY-STEP INTEGRATION METHOD BASED ON 3-ORDER 
HERMITE INTERPOLATION BY DOUBLE-PARAMETER  

FOR DYNAMIC RESPONSE 

YUAN Xiao-bin1 , ZHAO Xiao2 , FANG Dong-hui1 , *WANG Qing-yuan1 
(1. College of Architecture and Environment, Sichuan University, Chengdu 610065, China; 

2. State Key Laboratory of Geohazard Prevention & Geoenvironment Protection, Chengdu University of Technology, Chengdu 610059, China) 

Abstract:  In order to obtain a structural dynamic response, a new step-by-step integration method is presented. 
The step-by-step recursion method is introduced by 3-order Hermite interpolation of nodal displacements and 
velocities within a local time domain; two different parameters are varied to obtain good stability and accuracy. 
This method is characterized with self-starting, high precision and no middle computational procedure. The 
example result comparison with those of Newmark, Wilson, precise integration, shows that this method is 
accurate and reliable. 
Key words:  dynamic response; step-by-step integration method; 3-order Hermite interpolation; double-    

parameter; stability 
 
结构动力学响应的数值计算有许多计算方法。

Newmark 提出了基于常加速度假设的 Newmark  
法[1]；Wilson 提出了基于线性加速度假设的 Wilson
法[2]；Hulbert 提出了有二阶精度一个控制参数的显

式广义 α法[3]。袁晓彬采用龙格-库塔法求解二次常

微分方程组[4]；钟万勰提出了精细积分法[5]。众多

学者建立了各种类型的时间有限元法：刘铁林[6]、

徐洪香[7]等提出了基于 Gurtin 变分原理的时间有限

元法；Born[8]、黄川[9]等提出了基于哈密顿原理的

时间有限元法；邢向华[10]、于开平[11]、Hulbert[12]
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则从加权残差法出发建立时间有限元法。精细积分

法、龙格-库塔法都是理论上精确的方法，其计算精

度高，但计算量大，不采用参数控制计算格式的精

度和稳定性，其精度和稳定性比较依赖于时间步

长。其它的方法如 Newmark 法、Wilson 法还是各

种形式的时间有限元法大多采用单一参数来控制

计算格式的精度和稳定性。 
本文采用三次 Hermite 插值，通过双参数来建

立平衡递推方程，进而控制计算格式的精度和稳定

性，构造出了求解结构动力学响应的一种新的逐步

积分法。该方法具有自起步、精度较高、无中间计

算环节的特点。 

1  计算原理 

在区间[0, ]tΔ 三次 Hermite 插值公式可以表示

为[13]： 
0 0 1 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )y a t y a t y b t y b t y= + + +     (1) 

这里 0y 、 0y 分别表示在 0t = 时的值和一阶导

数， 1y 、 1y 分别表示在 t t= Δ 时的值和一阶导数。  
其中： 

2
0 1

0
1 0 0 1

( ) 1 2 t t t ta t
t t t t

⎛ ⎞⎛ ⎞− −
= +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

 (1a) 

2
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1
0 1 1 0

( ) 1 2 t tt ta t
t t t t

⎛ ⎞⎛ ⎞−−
= +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠

 (1b) 
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( ) ( ) t tb t t t
t t

⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (1c) 
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1 1
1 0

( ) ( ) t tb t t t
t t

⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠
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对式(1a)、式(1b)、式(1c)、式(1d)取 t tθ= Δ , 
0 0t = , 1t t= Δ 代入并化简得： 

2
0 (1 2 )( 1)a θ θ= + −   (2a) 

2
1 (3 2 )a θ θ= −   (2b) 

2
0 ( 1)b tθ θ= − Δ   (2c) 

2
1 ( 1)b tθ θ= − Δ   (2d) 

对式(1a)、式(1b)、式(1c)、式(1d)求一阶导数，

并取 t tθ= Δ ， 0 0t = ， 1t t= Δ 代入并化简得： 

0
6 ( 1)a

t
θ θ −

=
Δ

  (3a) 

1
6 (1 )a

t
θ θ−

=
Δ

  (3b) 

0 ( 1)(3 1)b θ θ= − −   (3c) 

1 (3 2)b θ θ= −   (3d) 

对式(1a)、式(1b)、式(1c)、式(1d)求二阶导数，

并取 t tθ= Δ ， 0 0t = ， 1t t= Δ 代入并化简得： 

0 2
6(2 1)a

t
θ −

=
Δ

  (4a) 

1 2
6(1 2 )a

t
θ−

=
Δ

  (4b) 

0
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Δ
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1
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t

θ −
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Δ
  (4d) 

考察单自由度振动的基本方程： 
( )my cy ky f t+ + =            (5) 

在时刻 t tθ= Δ 的平衡，将式(2)、式(3)、式(4)
代入式(5)，整理得： 

0 0 1 1 0 0 1 1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]m a y a y b y b yθ θ θ θ+ + + +  

0 0 1 1 0 1 1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]c a y a y b y b yθ θ θ θ+ + + +  

0 0 1 1 0 0 1 1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]k a y a y b y b yθ θ θ θ+ + + =  
( )f tθΔ                                (6) 

式(6)进一步变形为： 

1 1 1 1 1 1[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( )ma ca ka y mb cbθ θ θ θ θ+ + + + +  

1 1 0 0 0 0( )] [ ( ) ( ) ( )]kb y ma ca ka yθ θ θ θ= − + + −  

0 0 0 0[ ( ) ( ) ( )] ( )mb cb kb y f tθ θ θ θ+ + + Δ      (7) 

记 
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )d ma ca kaθ θ θ θ= + +   (8a) 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )e mb cb kbθ θ θ θ= + +   (8b) 

0 0 0( ) [ ( ) ( ) ( )]r ma ca kaθ θ θ θ= − + +  (8c) 

0 0 0( ) [ ( ) ( ) ( )]s mb cb kbθ θ θ θ= − + +   (8d) 

则式(7)可以简记成： 
1 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )d y e y r y s y f tθ θ θ θ θ+ = + + Δ  (8e) 

式(8e)左项是在时间 [0, ]tΔ 步长时间终值的未

知位移 1y 、未知速度 1y ，式(8e)右项是在时间[0, ]tΔ
步长时间初值的已知位移 0y 、已知速度 0y 和荷载

( )f tθΔ 。有两个未知数，一个方程，难以求解。但

注意到参数 θ 可以取不同的数值，这里分别取

1 2 1 2, ,θ θ θ θ θ θ= = ≠ 代入式(8e)，得： 

1 1 1 1 1 0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )d y e y r y s y f tθ θ θ θ θ+ = + + Δ  (9a) 

2 1 2 1 2 0 2 0 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )d y e y r y s y f tθ θ θ θ θ+ = + + Δ (9b) 

写成矩阵形式： 
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式(10)有两个未知数：末时刻的位移 1y ，末时刻的

速度 1y ，共有两个方程，能够求解。 

对于多自由度振动的基本方程： 
( )t+ + =MY CY KY P            (11) 

类似地有如下递推方程： 
  1 1 1 1[ ( ) ( ) ( )]a a aθ θ θ+ + +M C K Y  

     1 1 1 1[ ( ) ( ) ( )]b b bθ θ θ+ + =M C K Y  
 0 0 0 0[ ( ) ( ) ( )]a a aθ θ θ− + + −M C K Y  

 0 0 0 0[ ( ) ( ) ( )] ( )b b b tθ θ θ θ+ + + ΔM C K Y F  (12) 

记 
1 1 1( ) ( ) ( ) ( )a a aθ θ θ θ= + +D M C K   (13a) 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )b b bθ θ θ θ= + +E M C K   (13b) 

0 0 0( ) [ ( ) ( ) ( )]a a aθ θ θ θ= − + +R M C K   (13c) 

0 0 0( ) [ ( ) ( ) ( )]b b bθ θ θ θ= − + +S M C K   (13d) 

则式(13)可以简记成： 

1 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )tθ θ θ θ θ+ = + + ΔD Y E Y R Y S Y F  (14) 
这里分别取 1 2 1 2θ θ θ θ θ θ= = ≠、 、 代入式(14)，得： 

1 1 1 1 1 0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )tθ θ θ θ θ+ = + + ΔD Y E Y R Y S Y F  (15a) 

2 1 2 1 2 0 2 0 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )tθ θ θ θ θ+ = + + ΔD Y E Y R Y S Y F  

  (15b) 
写成矩阵形式： 

    1 1 1

12 2

( ) ( )

( ) ( )

θ θ

θ θ
⎡ ⎤ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬⎢ ⎥
⎩ ⎭⎣ ⎦

D E Y
YD E

 

1 1 0 1

0 22 2

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

t
t

θ θ θ
θθ θ

⎡ ⎤ Δ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
+⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ Δ⎩ ⎭⎩ ⎭⎣ ⎦

R S Y F
Y FR S

   (16) 

式(10)、式(16)即是导出的最后递推方程。 

2  计算步骤 

1) 初始计算。 
a) 形成刚度矩阵 K、阻尼矩阵 C 和质量矩    

阵M。 
b) 确定初值 0 0Y Y、 ，取参数 1 2θ θ、 ，按式(2)、

式(3)、式(4)分别计算 1 2θ θ、 时： 

0 ( )a t , 0 ( )a t , 0 ( )a t , 1( )a t , 1( )a t , 1( )a t , 0 ( )b t ,

0 ( )b t , 0 ( )b t , 1( )b t , 1( )b t , 1( )b t 。 
2) 计算时间步长[ , ]i it t t+ Δ 终时刻未知位移 1Y 。 

a) 按式(13)计算矩阵 
1 1 1 1 1( ), ( ), ( ), ( ), ( ),tθ θ θ θ θ ΔD E R S F  

2 2 2 2 2( ), ( ), ( ), ( ), ( )tθ θ θ θ θ ΔD E R S F 。 

b) 形成扩大矩阵 

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

θ θ θ θ

θ θ θ θ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

D E R S

D E R S
、 、 1

2

( )
( )
i

i

t t
t t

θ
θ

+ Δ⎧ ⎫
⎨ ⎬+ Δ⎩ ⎭

F
F

 

c) 按式(16)解方程求出 1 1Y Y、 。 
3) 求下一时间步长的初值 0 0Y Y、 。 
a) 将上一时间步长求出的 1 1Y Y、 作为下一时间

步长的初位移 0 0Y Y、 。 

b) 按第 2)步子步 c)求出下一时间步终值。 

3  稳定性分析 

对于只有初位移、初速度参与的单自由度逐步

积分，其最终的递推公式可以归结为[14]： 

01

01

yy
yy

⎧ ⎫⎧ ⎫
= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
A F           (17) 

其中：A为传递矩阵；F为荷载矩阵。如传递矩阵

A 的谱半径 ( ) 1Aρ ，则算法是稳定的。由式(10)

易知单自由度振动的传递矩阵为： 
1

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

d e r s

d e r s

θ θ θ θ

θ θ θ θ

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A     (18) 

对于 2 ( )y y f tϖ+ = ，容易算出传递矩阵为： 

1
2 2 2 21 1

1 1 1 12

2 2 2 22 2
2 2 2 22

6(1 2 ) 6 2(1 2 )( 1) ( 1)

6(1 2 ) 6 2(1 2 )( 1) ( 1)

t
tt

t
tt

θ θω θ θ ω θ θ

θ θω θ θ ω θ θ

−− −⎡ ⎤+ + − + − Δ⎢ ⎥ΔΔ= ×⎢ ⎥
− −⎢ ⎥+ + − + − Δ⎢ ⎥ΔΔ⎣ ⎦

A  

2 2 21 1 1 1
1 12

2 2 22 2 2 2
2 22

6(2 1) 6 ( 1) 6 4 ( 1)
( 1)

6(2 1) 6 ( 1) 6 4 ( 1)

t
t tt

t
t tt

θ θ θ θω ω θ θ

θ θ θ θω ω θ θ

− − −⎡ ⎤+ + − Δ⎢ ⎥Δ ΔΔ− ⎢ ⎥
− − −⎢ ⎥+ + − Δ⎢ ⎥Δ ΔΔ⎣ ⎦

                 (19) 

4  算例 

4.1  算例 1 
假如振动方程的圆频率 2 5.0ω = ，试用具体的

例子用双参数法讨论其稳定性问题。 
首先假定 1 2θ θ、 均为已知，这样只需确定 tΔ 的

取值范围。这里，我们假定 1 20.2, 1.2θ θ= = ，将
2

1 2θ θ ω、 、 代入式(19)，并求其特征多项式，特征
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多项式可以表示为： 
2

0 1 2( ) ( ) ( ) 0a t x a t x a tΔ + Δ + Δ =       (20) 

若特征值的模满足[15]： 
| | 1x ≤                 (21) 

则计算格式是稳定的。 

利用 z变换，令
(1 )
(1 )

zx
z

+
=

−
代入式(20)化简并整理： 

2
0 1 2( ) ( ) ( ) 0c t z c z t c tΔ + Δ + Δ =        (22) 

满足式(21)的必要条件等价于式(22)中 z 的实

数部分非负。按照 Routh-Hurwitz 条件[16]，对于多

项式方程式(22)若满足式(23)则 z的实数部分非负。 
0 ( ) > 0c tΔ                   (23a) 

1( ) 0c tΔ                   (23b) 

1

0 2

( ) 0
det 0

( ) ( )
c t
c t c t

Δ⎡ ⎤
⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

≥   (23c) 

将 2 5.0ω = , 1 20.2, 1.2θ θ= = 代入得： 
4 2

0 ( ) 0.47297c t t tΔ = Δ + Δ +  

4.0541 8.1081tΔ +          (24a) 
4 3

1( ) 2.2162 1.9459c t t tΔ = Δ + Δ +  

26.7703 2.4324t tΔ − Δ       (24b) 
4 3

2( ) 1.2162 1.9459c t t tΔ = Δ − Δ +  
211.459 1.6216t tΔ − Δ       (24c) 

要使式(24)满足式(23)需得 0.4tΔ ≥ 。 
从上述算例我们知道，该方法的稳定区域很复

杂，取不同的 2
1 2θ θ ω、 、 将有不同的稳定条件。因

此如何有效确定θ 仍然有待进一步研究。 
4.2  算例 2  

某单自由度的动力学方程为： 
4 5 sin 2y y y t+ + =  

初始条件是 | 0 57 / 65ty = = ， | 0 2 / 65ty = = 。 

该方程的解析解是： 
2 1e (cos 2sin ) (8cos 2 sin 2 )

65
ty t t t t−= + − −  

取时间步长 t=0.2 ，θ 分别取 1 20.5, 0.8θ θ= = ； 

1 20.4, 0.9θ θ= = ； 1 21.0, 0.6θ θ= = ； 1 21.2, 0.7θ θ= = 。

计算结果见表 1。从表 1 可以看出本法与解析解比

较吻合。不同的θ 值对计算结果有影响，但总体说

来，计算结果是令人满意的。 

表 1  不同 θ值计算结果与解析解的比较 
Table 1  The example result comparison with analytic solve at different θ 

方法 1 tΔ  2 tΔ  3 tΔ  4 tΔ  5 tΔ  6 tΔ  7 tΔ  8 tΔ  9 tΔ  10 tΔ  

解析解 0.8159 0.6891 0.5585 0.4493 0.3661 0.3031 0.2513 0.2023 0.1506 0.0945 

1 20.5, 0.8θ θ= =  0.8175 0.6924 0.5629 0.4540 0.3705 0.3069 0.2542 0.2043 0.1518 0.0952 

1 20.4, 0.9θ θ= =  0.8169 0.6910 0.5608 0.4517 0.3683 0.3049 0.2526 0.2032 0.1511 0.0948 

1 21.0, 0.6θ θ= =  0.8184 0.6941 0.5650 0.4562 0.3725 0.3085 0.2554 0.2051 0.1523 0.0954 

1 21.2, 0.7θ θ= =  0.8197 0.6969 0.5687 0.4601 0.3761 0.3115 0.2577 0.2067 0.1533 0.0959 

表 2  不同 θ值计算结果与 Newmark 法、Wilson 法、精细积分法计算结果的比较 
Table 2  The example result comparison with those of Newmark, Wilson, precision integration at different θ 

方法 位移 1 tΔ  2 tΔ  3 tΔ  4 tΔ  5 tΔ  6 tΔ  7 tΔ  8 tΔ  9 tΔ  10 tΔ  

1y  0.0067 0.0504 0.1890 0.4850 0.9610 1.5800 2.2300 2.7600 3.0000 2.8500 
Newmark 

2y  0.3640 1.3500 2.6900 4.0000 4.9500 5.3400 5.1300 4.4800 3.6400 2.9000 

1y  0.0061 0.0525 0.1960 0.4900 0.9520 1.5400 2.1600 2.6700 2.9200 2.8200 
Wilson 

2y  0.3660 1.3400 2.6400 3.9200 4.8800 5.3100 5.1800 4.6100 3.8200 3.0600 

1y  0.0030 0.0380 0.1760 0.4860 0.9960 1.6570 2.3380 2.8610 3.0520 2.8060 
精细积分 

2y  0.3820 1.4120 2.7810 4.0940 4.9960 5.2910 4.9860 4.2770 3.4570 2.8060 

1y  0.0007 0.0342 0.1725 0.4889 1.0094 1.6806 2.3665 2.8828 3.0548 2.7814 
1 20.5, 0.8θ θ= =  

2y  0.3894 1.4309 2.8076 4.1154 4.9997 5.2679 4.9408 4.2249 3.4203 2.8012 

1y  0.0013 0.0357 0.1741 0.4882 1.0043 1.6704 2.3535 2.8717 3.0515 2.7905 
1 20.4, 0.9θ θ= =  

2y  0.3871 1.4235 2.7961 4.1048 4.9964 5.2762 4.9602 4.2490 3.4394 2.8064 

1y  −0.0005 0.0321 0.1717 0.4924 1.0194 1.6958 2.3823 2.8918 3.0501 2.7599 
1 21.0, 0.6θ θ= =  

2y  0.3948 1.4429 2.8220 4.1244 4.9958 5.2489 4.9119 4.1971 3.4061 2.8083 

1y  −0.0021 0.0291 0.1708 0.4986 1.0359 1.7209 2.4079 2.9060 3.0414 2.7233 
1 21.2, 0.7θ θ= =  

2y  0.4019 1.4605 2.8439 4.1381 4.9894 5.2182 4.8651 4.1524 3.3837 2.8206 
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4.3  算例 3  
某二自由度的动力学方程为： 

1 1

2 2

2 0 6 2 0
0 1 2 4 10

y y
y y

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

初始条件
1 1

2 20 0

0 0
,

0 0t t

y y
y y

= =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

取时间步长 t=0.28，θ 分别取 1 20.5, 0.8θ θ= = ；

1 20.4, 0.9θ θ= = ； 1 21.0, 0.6θ θ= = ； 1 21.2, 0.7θ θ= = 。

计算结果见表 2。从表 2 可以看出本法计算结果与

精细积分法计算结果较吻合，与 Newmark 法、

Wilson 法计算结果接近，而精细积分法计算结果与

解析解一致。因此，本法计算精度优于 Newmark
法、Wilson 法，略逊于精细积分法[14]。数值算例表

明本方法是简便而有效的。 

5  结论 

基于上述分析和计算，得出如下结论： 
(1) 本文构造出了求解结构动力学响应的一种

新的逐步积分法。通过采用三次 Hermite 插值，不

同于以前的逐步积分法采用单一参数θ 来控制精

度和稳定性，而是采用双参数 1θ 、 2θ 建立平衡递推

方程，进而控制精度和稳定性。这无疑是有益的尝

试，具有启示意义。 
(2) 数值算例表明，本方法比 Newmark 法、

Wilson 法有更好的计算精度，比较接近精细积分

法，因而本方法具有良好的可靠的。 
(3) 本方法具有自起步、无需中间计算环节、

计算精度较高的特点。 
(4) 本算法稳定性复杂，与取不同的θ 相关，

如何定性分析不同的θ 值对计算精度和稳定的影

响仍然值得进一步研究。 
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