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摘  要：自然单元法主要是基于给定结点的 Voronoi 图，利用自然相邻插值进行形函数的构造，其形函数满足

Kronecker delta性质，便于施加本质边界条件，这使得自然单元法同时兼有有限单元法和无网格法的优点。在材

料非线性本构关系的基础上，推导了考虑材料非线性问题的自然单元法模型。算例表明：该模型在处理材料非线

性问题时，具有一定的合理性和可行性，是一种有效的数值方法。 
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ANALYSIS FOR MATERIAL NONLINEARITY WITH NATURAL 
ELEMENT METHOD  
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Abstract:  Based on the Voronoi diagram of some nodes, the natural element method constructs a shape function 
by the natural neighbor interpolation, and its shape functions satisfy the Kronecker delta property, which makes it 
impose essential boundary conditions easily. From the advantages of a natural element method, we can see the 
natural element method owns the advantages of both finite element and meshless methods. Based on the material 
nonlinear constitutive relation, we derived the model of the natural element method for the problem of material 
nonlinearity. The result of numerical example shows that it is rationality and feasibility for the model in dealing 
with the material nonlinear problem, and it is an effective numerical method for solving the material nonlinear 
problem.  
Key words:  natural element method; material nonlinear problem; natural neighbor interpolation; Sibson 

interpolation method; numerical method 
 

1995年，Braun和 Sambridge[1]基于给定结点的

Voronoi 图，将自然相邻插值的概念引进到求解偏
微分方程中，从而开创了自然单元法，使用该方法

在求解大变形等问题时不需要重构网格。随后

Sukumar 等[2―3]对此进行了深入研究，并将此方法

应用到求解固体力学的相关问题中。Unger 等[4]将

此方法应用到裂纹扩展模拟相关的领域。江涛   
等[5―11]将此方法应用到厚板弯曲、断裂力学和弹塑

性力学等问题的分析和研究中。丁道红等[12]对弹塑

性自然单元法进行了研究，并应用该方法对钢管混

凝土中混凝土的力学性能进行了分析。卢波[13]等将

此方法应用到岩土工程的数值计算中。曾祥勇等[14]

应用此方法计算了双参数地基上 Kirchhoff 板的弯
曲挠度。本文将自然单元法应用到材料非线性问题

中，利用材料非线性本构关系，建立了可进行材料

非线性问题分析的自然单元法模型，充分利用该方
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法在处理材料非线性问题中不需划分单元网格、精

度高、后处理方便、施加本质边界条件容易等优点。 

1  形函数计算 
自然单元法主要是一种基于给定结点的

Voronoi 图，以自然相邻插值进行形函数构造的数
值方法。Voronoi图的概念可用数学方程进行描述，
设 nR 空间任意m个互异的点 1{ , , }mP = x xL ，则与

其中任意一点 Ix 对应的 Voronoi图的定义为： 
{ : ( , ) ( , ), }n

I I JT R d d J I= ∈ ∀ ≠x x x x x≤   (1) 

式中， ( , )I Jd x x 为点 Ix 和点 Jx 的欧氏距离。 
将具有公共边界的 Voronoi 图所对应的结点相

连接形成的三角形，称作 Delaunay三角形，如图 1。 
 

 
图 1  Voronoi 图及其对应的 Delaunay 三角网 

Fig.1  Voronoi diagram and its dual Delaunay tessellation 

以κ 代表勒贝格测度(在一维、二维、三维空间
中分别为长度、面积和体积)。设 Iκ 表示 n维空间结
点 Ix 的 Voronoi 结构的勒贝格测度，

I
κ x 表示待插

值点 ′x 关于自然邻点 Ix 的二阶 Voronoi结构： 
{ : ( , ) ( , ), }

I

n
IT R d d I′= ∈ ∀x x x x x x ∩≤  

{ : ( , ) ( , ), }n
I JR d d J I∈ ∀ ≠x x x x x≤  (2) 

的勒贝格测度。根据 Sibson插值法[15]，形函数为待

插值点 ′x 关于自然邻点 Ix 的二阶 Voronoi结构
I

Tx

的勒贝格测度
I

κ x 与待插值点 ′x 的一次 Voronoi 结
构Tx的勒贝格测度κ x之比值，即： 

( ) I
I

κ
φ

κ
= x

x
x               (3) 

式(3)对 kx 的导数为： 

, ,
, 2

( ) ( )
( )

[ ]
I Ik k

I k
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φ

κ

−
= x x x x

x

x x
x     (4) 

通过式(3)，求解域Ω内任一点的位移 eu 可由
该点所有自然邻点的位移 Iu 插值求得，即： 

1

n
e

I I
I

φ
=

= =∑u u Φu          (5) 

式中： Iu 为结点 I的位移矢量； n为自然邻点的个
数，由于非自然邻点的插值形函数为 0Iφ = ，故 n可

为求解域内结点的总个数；Φ、u分别为形函数矩
阵和结点位移矩阵，对于二维问题， 
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2  控制方程 
设平面问题的求解域为Ω，边界为 u tΓ Γ Γ= + ，

u tΓ Γ、 分别为位移边界和应力边界，满足 u tΓ Γ =∪    
Γ ， Øu tΓ Γ =∩ ，静力平衡方程为： 

, 0 , 1,2ij j ib i jσ Ω+ = = ∈x      (6) 

边界条件： 
 

 
i i u

ij j i t

u u
n t

Γ
σ Γ

= ∈
 = ∈

x
x

，

，
          (7) 

式中： ijσ 、 jb 分别为应力和体力； iu 为给定的位移；

jn 为力边界 tΓ 的外法线方向余弦； it 为给定的边

界力。 
根据平衡方程式(6)及边界条件式(7)中力的边

界条件，可得等效积分形式的伽辽金法为： 

,( )d ( )d 0
t

i ij j i i ij j iu b u n t
Ω Γ

δ σ Ω δ σ Γ+ − − =∫ ∫  (8) 

对式(8)进行分部积分，则有： 
( )d d d

t
ij ij i i i iu b u t

Ω Ω Γ
δε σ Ω δ Ω δ Γ= +∫ ∫ ∫    (9) 

为便于进行数值计算，将式(9)改写成矩阵形
式，有： 

T T T T Td d d
tΩ Ω Γ

δ Ω δ Ω δ Γ= +∫ ∫ ∫ε σ u Φ b u Φ t  (10) 

对于小应变问题，其应变与位移之间的几何方

程为： 
=ε Bu               (11) 

式中，B为算子： 
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将几何方程代入式(10)，可得： 
T T T T T Td d d

tΩ Ω Γ

δ Ω δ Ω δ Γ= +∫ ∫ ∫u B σ u Φ b u Φ t (12) 

考虑到结点位移变化δ u的任意性，可得静态
自然单元法模型为： 

T T Td d d
tΩ Ω Γ

Ω Ω Γ= +∫ ∫ ∫B σ Φ b Φ t      (13) 

对于材料非线性问题，其应力与应变之间的物
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理方程可写成： 
d ( )d ( ) d= =σ D σ ε D σ B u       (14) 

式中， ( )D σ 为与应力 σ对应的各向同性材料的弹
性矩阵，对于应力σ所对应的弹性模量可用切线弹
性模量 tE 来表示，则 ( )D σ 应为以σ对应的切线弹
性模量 tE 和泊松比表示的矩阵。 
当应力σ与 0σ 相差很小时，式(14)可写成： 

0 0( ) ( )= + −σ σ D σ B u u         (15) 

将式(15)代入式(13)，可得： 
T

0 0[ ( ) ( )]d
Ω

Ω+ − =∫ B σ D σ B u u  

T Td d
tΩ Γ

Ω Γ+∫ ∫Φ b Φ t      (16) 

T T T
0 0d d d

tΩ Ω Γ

Ω Ω Γ= +∫ ∫ ∫B σ Φ b Φ t        (17) 

T T
0 0( ) ( )d ( )d

tΩ Γ

Ω Γ− = −∫ ∫B D σ B u u Φ t t   (18) 

令 T ( ) d
Ω

Ω= ∫K B D σ B 为总体刚度矩阵，∆ =F  

T
0( )d

tΓ

Γ−∫Φ t t 为等效结点力增量矩阵，则式(18)

可写成： 
0( )− = ∆K u u F          (19) 

3  求解步骤 
1) 给出边界力增量，计算等效结点力增量矩阵

∆F。 
2) 根据初始应力 0σ 给出切线弹性模量 0tE 。 

3) 计算总体刚度矩阵 K ，通过式(19)、式(15)
求得位移增量∆u、位移u和应力σ。 

4) 通过应力σ给出切线弹性模量 tE ，若 tE 与

0tE 相差不大，则令 0 =σ σ，重复步骤 1)∼步骤 4)，

直到全部边界力增加完毕，否则，先判断边界力增

量的大小，当边界力增量较大时，边界力增量减半，

再重复步骤 1)∼步骤 4)；当边界力增量很小时，令
0 =σ σ，边界力增量恢复为初始边界力增量，重复
步骤 1)∼步骤 4)。 

4  算例 
图 2(a)是一受均布荷载作用的悬臂梁，利用自

然单元法对其进行求解，荷载保持水平方向。梁的

基本参数：长度 L=10cm，高度 H=1cm，厚度为 1cm，
本构关系见图 2(c)，其中，E1=1.5×104N/cm2，E2=0.6× 
104N/cm2， 0.2ν = ，屈服极限 0 0.3MPaσ = ，判断

准则采用 Von Mises准则。结点布置见图 2(b)。 
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图 2  悬臂梁的材料非线性分析 
Fig.2  Material nonlinear analysis for cantilever 

A 点水平位移随荷载变化的计算结果见图 3。
从图 3 中可见当荷载 27.5N/cmq < 或 35N/cmq >

时，其荷载-位移曲线为一直线，计算所得切线弹性
模量分别为 4 2

11.5 10 N/cmE E= × = 和 0.6E = ×  
4 2

210 N/cm E= ，荷载 27.5N/cm 35N/cmq≤ ≤ 时，

其荷载位-移曲线为一曲线，计算所得切线弹性模量
1 2E E E< < ，表明在此阶段，局部点的屈服应力大

于屈服极限，进入屈服阶段，且随着荷载的增加，

进入屈服阶段的区域在增加。由此可见该模型在分

析材料非线性问题时具有一定的合理性和可行性。 

 

图 3  A点水平位移-荷载曲线 
Fig.3  Curve of horizontal displacement-load for point A 

5  结论 
本文主要介绍了自然单元法的基本原理，自然

单元法主要是基于一系列点的自然相邻插值法进

行形函数的构造，其对研究域的分析主要是建立在

一系列结点的信息之上的，不需要构建网格，从而
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使得自然单元法具有无网格法的优点。本文借助自

然单元法的基本原理，在材料非线性本构关系的基

础上建立了材料非线性自然单元法模型，通过算例

分析表明，该模型具有一定的合理性和可行性。 
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