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一维正方准晶椭圆孔口反平面问题的半逆解法 
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(内蒙古师范大学数学科学学院，呼和浩特 010022) 

摘  要：选取新的位移势函数，利用半逆解法及待定系数法，研究一维正方准晶平行于准周期方向的椭圆孔口问

题，给出了应力场的显式解析解。在极限状态下，椭圆孔口问题可退化为 Griffith 裂纹问题，得到了相应裂纹问

题的应力场和应力强度因子的显式解析解。 
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HALF-INVERSE METHOD FOR THE ANTI-PLANE PROBLEM OF 
ONE-DIMENSIONAL ORTHORHOMBIC QUASI-CRYSTALS  

WITH ELLIPTICAL HOLE 

LIU Guan-ting , FENG Zhong-hua 

(College of Mathematical Science, Inner Mongolia Normal University, Hohhot 010022, China) 

Abstract:  Choosing a new displacement potential function and using a half-inverse method and an 

undetermined coefficient method, the problem about one-dimensional orthorhombic quasi-crystals with an 

elliptical hole in parallel to the quasi-periodic direction is investigated, the explicit analytical solutions in stress 

field is given. Under the limiting conditions, the problem of an elliptical hole degenerates into the problem of a 

Griffith crack. The explicit analytical solutions in stress field and the stress field intensity factor are obtained 

corresponding to the crack problem. 
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准晶是 1984 年被发现的一种新固体结构和新

材料，自准晶被发现以来，关于准晶弹性和缺陷方

面的研究已取得很多成果[1―4]，由于一维六方准晶

的弹性常数比较少，故结构相对简单，所以成为了

许多研究者的首选对象，取得了一些成果[5―8]。一

维正方准晶的弹性常数比一维六方准晶的弹性常

数多，故一维正方准晶的弹性问题较一维六方准晶

更加复杂。半逆解法是求解断裂力学问题的重要方

法之一，而选取位移势函数是半逆解法的关键，也

是半逆解法的难点，需针对不同的缺陷问题选择不

同的位移势函数，杨维阳等人运用半逆解法求解裂

纹问题，取得很多成果[9―11]，而运用半逆解法求解 

椭圆孔口问题并不常见。文献[12]通过构造广义保

角映射研究了一维正方准晶椭圆孔口平面弹性问

题，只是得到该问题应力场的复变表示，通过该复

变表示不能直接看出应力场与弹性常数的关系。本

文选取新的位移势函数，利用半逆解法和待定系数

法，研究一维正方准晶平行于准周期方向的椭圆孔

口问题，与文献[12]相比，本文给出了依赖于弹性

常数的应力场的显式解析解，能直接看出应力场与

弹性常数的关系。且在极限状态下，椭圆孔口问题

可退化为 Griffith 裂纹问题，得到相应裂纹问题的

应力场和应力强度因子的显式解析解。 



 工    程    力    学 39 

1  预备知识 

由文献[5]知，取一维正方准晶的准周期方向为

坐标轴 3x ，垂直于准周期方向的平面为坐标平面

1 2-x x ，建立直角坐标系，当一维正方准晶的缺陷

沿准周期方向穿透时，材料的几何性质将不随准周

期方向改变，则有： 

3

0
x





                (1) 

将式(1)分别代入到广义胡克定律、平衡方程和几何

方程，此时可分为两个互相分离的问题。其中一个

问题与经典问题类似，这里不作讨论，另一个问  

题为： 

23 32 44 23 5 322C R w                 (2) 

13 31 55 31 6 312C R w                 (3) 

31 6 31 1 312H R K w                   (4) 

32 5 23 2 322H R K w                    (5) 

3 3 3

1

2j j ju    , 3 j jw w  , 1,2j     (6) 

1 31 2 32 0     , 1 31 2 32 0H H       (7) 

将式 (6)代入式 (2)~式 (5)，然后将所得结果代入   

式(7)，得： 
2 2 2 2

55 1 44 2 3 6 1 5 2( ) ( ) 0C C u R R w          (8) 
2 2 2 2

6 1 5 2 3 1 1 2 2( ) ( ) 0R R u K K w           (9) 

引入位移势函数 1 2( , )F x x ，使得： 
2 2

3 6 1 5 2( )u R R F    , 2 2
55 1 44 2( )w C C F     (10) 

此时式(8)自动满足，把式(10)代入式(9)，得： 
4 2 2 4

1 1 3 1 2 5 2[ ] 0k k k F             (11) 

其中： 2
1 6 1 55k R K C  ， 2

5 5 2 44=k R K C ， 3 =k  

5 6 1 44 2 552R R K C K C  。 

2  一维正方准晶平行于准周期方向 
的椭圆孔口的应力分析 

在一维正方准晶中，如图 1 所示，沿准周期 3x

方向有一穿透性的椭圆孔口，设椭圆孔口边界的方

程为 1 cos ,x a   2 sinx b  。考虑在无穷远处沿准

周期 3x 方向作用均匀外载荷 P ，椭圆孔口上不受力

的静平衡问题。 

线弹性理论分析的结果表明，如果准晶的无穷

远处不受力，而仅在椭圆孔口的表面受 23 P   作

用的静平衡问题，该问题与前一个问题所得结果除

去一个常数项外是等价的。现考虑前一问题，其边

界条件为： 

1 ,x  2 ,x  23 ,P  31 0,  32 31 0H H  ， 

1 cos ,x a   2 sinx b  , 23 0,   32 0H  。 

 
图 1  一维正方准晶中沿准周期方向的椭圆孔口 

Fig.1  Elliptical hole in one-dimensional orthorhombic 
quasi-crystals along the quasi-periodic direction 

假设位移势函数 1 2( )F F x x  ，将其代入 

式(11)，得到特征方程为： 
4 2

5 3 1 0k k k     

由文献[13]知， 
当 0  时，此方程的解为 1 1i ,   2 2i ,   

3 1,   4 2  ，其中 2 1 0   ，且为实数。 

当 0  时 ， 此 方 程 的 解 为 1 i ,     

2 i ,      3 1,   4 2  ，其中 0   ，

且为实数。 

此时式(11)可化为 2 2
1 2 0F   ，其对应的实值

解析解为： 
2

1

[ Re( ) Im( )]j j j j
j

F a F b F


      (12) 

其 中 ( ),j j jF F z  ( ),j j jF F z  ( ),j j jF F z  

d
,

d
j

j
j

F
F

z
  

d
,

d
j

j
j

F
F

z
  

d
,

d
j

j
j

F
F

z
  1 2 ,j jz x x   

ja 、 jb 为待定的系数， 1,2j  。 

把式(12)代入式(10)，将所得结果代入式(6)，

再将所得结果代入式(2)和式(5)，得： 
2

23 44 6
1

[ Re( ) Im( )]j j j j j j
j

C R a F b F  


    

2

5 55
1

[ Re( ) Im( )]j j j j j j
j

R C a F b F 


    (13) 

2

32 5 6
1

[ Re( ) Im( )]j j j j j j
j

H R R a F b F 


    

2
2 3 3
5

1

[ Re( ) Im( )]j j j j j j
j

R a F b F 


   

2

2 55
1

[ Re( ) Im( )]j j j j j j
j

K C a F b F 
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2
3 3

2 44
1

[ Re( ) Im( )]j j j j j j
j

K C a F b F 


     (14) 

选取新的位移势函数： 
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

[ ( ) i ]
,

( ) i

j j j j j j
j

j j j j j

P z z z a b b ab
F

z z z a b a ab

  

 

    


    
 

1,2j      (15) 

当 1 ,x   2 ,x   ,jF P  1,2j  ； 

1 cos ,x a   2 sin ,x b   1 2 i cotF F P    。 

1)  当 0  时，把式(13)和式(14)代入边界条

件并化简，得： 

1 1 2 2 44 6 5 55

2 2
1 5 6 2 55 1 5 2 44 1

2 2
2 5 6 2 55 2 5 2 44 2

1 1 2 2

2 2
1 5 6 2 55 1 5 2 44 1

2 2
2 5 6 2 55 2 5 2 44 2

( )( ) 1

[( ) ( )]

[( ) ( )] 0

0

[( ) ( )]

[( ) ( )] 0

b b C R R C

R R K C R K C b

R R K C R K C b

a a

R R K C R K C a

R R K C R K C a

 

 

 
 

 

 

  


   
    
  
    
    

 

解这个方程组，得： 

1 2 0,a a    
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

1 2 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1 1

( ) ( )
,

( )( )( )

R K C R R K C
b

C R R C R K C


  

  


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

2 2 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1 2

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
b

C R R C R K C


  

  


  
。 

把 1 2 1 2a a b b、 、、 所得的值代入式(13)和式(14)，得： 

23 44 6C R P    
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

12 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

22 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

5 55R C P   
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

12 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

22 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
(16) 

32 5 6H R R P   
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

12 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

22 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

2
5R P   

2 2 2 2
5 2 44 1 2 5 6 2 55 1

12 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C

  
 

   
 

  
 

2 2 2 2
2 5 6 2 55 1 2 5 2 44

22 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

  
 

  


   
 

5 55R C P   
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

12 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

22 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

5 44R C P   
2 2 2 2
5 2 44 1 2 5 6 2 55 1

12 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C

  
 

   
 

  
 

2 2 2 2
2 5 6 2 55 1 2 5 2 44

22 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

  
 

  


   
(17) 

其中： 
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

Re ,
z z z a b b ab

g
z z z a b a ab

  

 

    


    
 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

Re
z z z a b b ab

g
z z z a b a ab

  

 

    


    
 

当 0b  时，一维正方准晶椭圆孔口可退化为一维正

方准晶 Griffith 裂纹，则式(16)和式(17)可转化为： 

23 44 6C R P    
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

32 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

42 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

5 55R C P   
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

32 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

42 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
(18) 

32 5 6H R R P   
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

32 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

42 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

2
5R P   

2 2 2 2
5 2 44 1 2 1 5 6 2 55

32 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C
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2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

42 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

5 55R C P   
2 2
5 2 44 2 5 6 2 55

32 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C


 

   


  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

42 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

5 44R C P   
2 2 2 2
5 2 44 1 2 1 5 6 2 55

32 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R K C R R K C
g

C R R C R K C

  
 

   
 

  
 

2 2
5 6 2 55 1 5 2 44

42 2 2
44 6 5 55 5 2 44 2 1

( ) ( )

( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C


 

  


   
 

其中： 1
3 1

2 2 2
1

Re ,

( )

z
g

z a





 2
4 1

2 2 2
2

Re

( )

z
g

z a





。 

若定义型应力强度因子为： 

1

1

2
1 23lim 2π ( )

x a
K x a  

   

则由式(18)，得： 

πK P a 
  

得到声子场应力强度因子与文献[2]和文献[12]得到

的情况一致。也进一步说明一维正方准晶的声子场

应力强度因子与经典断裂力学给出的应力强度因

子一致。 

2) 当 0  时，把式(13)和式(14)代入边界条件

并化简，得： 

1 2 1 2 44 6 5 55

2
1 2 5 6 2 55 5 2 44

3 2
1 2 5 6 2 55

2 2 3
5 2 44

1 2 2 1

2 3 2
1 2 5 6 2 55 5

2 44 2 1 5

[( ) ( ) ]( ) 1

( )[( ) ( )

( 3 )] ( )[( )

( )(3 )]

( ) ( ) 0

( )[ ( ) (3 )(

)] ( )[ (

a a b b C R R C

a a R R K C R K C

b b R R K C

R K C

a a b b

a a R R K C R

K C b b R R

 



  

  
 

   



    

    

     

 
   

    

   3
6 2 55

2 2
5 2 44

) (

3 )( )]

K C

R K C















   




 

解这个方程组，得： 

1 2a a    
2 2 2

5 6 2 55 5 2 44
2 2 2

44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )(3 )

4 ( )( )( )

R R K C R K C

C R R C R K C

 
  

   
  

 

1 2b b   
2 2 2

5 6 2 55 5 2 44
2 2 2

44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )( 3 )

4 ( )( )( )

R R K C R K C

C R R C R K C

 
  

   


  
 

把 1 2 1 2a a b b、 、、 所得的值代入到式(13)和式(14)，得： 

23 44 6C R P    
2 2 2

5 6 2 55 5 2 44
52 2 2

44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )(3 )

4( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

 
 

    


  
 

2 2 2
5 6 2 55 5 2 44

62 2 2
44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )( 3 )

4( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

 
 

   


   
 

5 55R C P   
2 2 2

5 6 2 55 5 2 44
52 2 2

44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )(3 )

4( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

 
 

    


  
 

2 2 2
5 6 2 55 5 2 44

62 2 2
44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )( 3 )

4( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

 
 

   


   
(19) 

32H   

2 2 2 2 2 2
5 6 2 55 5 2 44 5 6 2 55 5 2 44

5 6 5 62 2 2 2 2 2
44 6 5 55 5 2 44 44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )(3 ) ( ) ( )( 3 )

4( )( )( ) 4( )( )( )

R R K C R K C R R K C R K C
R R P g g

C R R C R K C C R R C R K C

   
   

        
  

       
 

3 2 2 2 2
2 5 6 2 55 5 2 44
5 52 2 2

44 6 5 55 5 2 44

( 3 )[( ) ( )(3 )]

4 ( )( )( )

R R K C R K C
R P g

C R R C R K C

   
  

      
  

 

2 3 2 2 2
5 6 2 55 5 2 44

62 2 2
44 6 5 55 5 2 44

(3 )[( ) ( )( 3 )]

4 ( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

    
  

      
   

 

2 2 2 2 2 2
5 6 2 55 5 2 44 5 6 2 55 5 2 44

2 55 5 62 2 2 2 2 2
44 6 5 55 5 2 44 44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )(3 ) ( ) ( )( 3 )

4( )( )( ) 4( )( )( )

R R K C R K C R R K C R K C
K C P g g

C R R C R K C C R R C R K C

   
   

        
  

      
 

3 2 2 2 2
5 6 2 55 5 2 44

2 44 52 2 2
44 6 5 55 5 2 44

( 3 )[( ) ( )(3 )]

4 ( )( )( )

R R K C R K C
K C P g

C R R C R K C

   
  

    


  
 

2 3 2 2 2
5 6 2 55 5 2 44

62 2 2
44 6 5 55 5 2 44

(3 )[( ) ( ) ( 3 )]

4 ( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

    
  

      


   
                                   (20) 
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其中： 

5g   

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

i
Re

i

z z z a b m b m abm

z z z a b m a abm

     
 
     

 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

i
,

i

z z z a b m b m abm

z z z a b m a abm

    

     

 

6g   

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

i
Im

i

z z z a b m b m abm

z z z a b m a abm

     
 
     

 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

i
,

i

z z z a b m b m abm

z z z a b m a abm

    

     

 

1 i ,m     2 i ,m      

2 2 2
1 2i ,m       2 2 2

2 2im       

当 0b  时，一维正方准晶椭圆孔口可退化为一维正

方准晶 Griffith 裂纹，则式(19)和式(20)可转化为： 

23 44 6C R P    
2 2 2

5 6 2 55 5 2 44
72 2 2

44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )(3 )

4( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

 
 

    


  
 

2 2 2
5 6 2 55 5 2 44

82 2 2
44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )( 3 )

4( )( )( )

R R K C R K C
g

C R R C R K C

 
 

   


   
 

5 55R C P   
2 2 2

5 6 2 55 5 2 44
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 (21) 

32 5 6H R R P   
2 2 2 2 2 2

5 6 2 55 5 2 44 5 6 2 55 5 2 44
7 82 2 2 2 2 2

44 6 5 55 5 2 44 44 6 5 55 5 2 44

( ) ( )(3 ) ( ) ( )( 3 )

4( )( )( ) 4( )( )( )

R R K C R K C R R K C R K C
g g

C R R C R K C C R R C R K C
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其中： 

1 2
7 1 1

2 2 2 22 2
1 2

Re ,

( ) ( )

z z
g

z a z a

   
   

 

1 2
8 1 1

2 2 2 22 2
1 2

Im

( ) ( )

z z
g

z a z a

   
   

 

若定义型应力强度因子为： 

1

1

2
1 23lim 2π ( )

x a
K x a  

   

则由式(21)，得： 

πK P a 
  

得到声子场应力强度因子与文献[2]和文献[12]得到

的情况一致。也进一步说明一维正方准晶的声子场

应力强度因子与经典断裂力学给出的应力强度因

子一致。 

3  结论 

本文选取新的位移势函数，利用半逆解法和待

定系数法，研究了一维正方准晶椭圆孔口问题的半

逆解法，得到应力场的显式解析解。在极限状态下，

椭圆孔口问题可退化为 Griffith 裂纹问题，得到了

相应裂纹问题的应力场和应力强度因子的显式解

析解，其中声子场应力强度因子与文献[2]和文   

献[12]完全一致，文献[12]仅得到依赖于特征根的隐

式应力场解析解，而本文得到依赖于弹性常数的显

式应力场解析解，比文献[12]研究更进了一步，因

此，本文推广了文献[12]的结果。 
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